Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 1 - Funciones

Practica 1

Funciones

Introduccion

Muchos fenémenos (naturales, econémicos o sociales, entre otros) pueden medirse compa-

rando distintas magnitudes que intervienen en ellos y se interrelacionan. Por ejemplo:

= La posicién de un mévil depende del tiempo.
= El peso medio de los hombres depende de la edad.

= El impuesto a las ganancias a pagar depende de los ingresos de un ciudadano.

Todos sabemos que si compramos nafta, lo que pagamos cambiara en relacién al volumen
(cantidad de litros) de nafta que compremos. Las funciones son objetos matematicos que per-
miten hacer explicita dicha relacién expresando la dependencia de una magnitud respecto de
otra u otras. Esta relacion puede representarse de diversas formas (por medio de férmulas,

gréficos, diagramas y tablas, entre otras).

En lo que sigue, damos la nocién del concepto de funcién desde el punto de vista ma-
temdtico, observamos la importancia de sus gréficos y propiedades, y fijamos la notacién
necesaria para poder describirlas.

A continuacién, estudiamos las funciones mas usuales que son las herramientas con las
que trabajamos en Andlisis. Comenzamos por las funciones lineales, las cuadraticas, las po-
linémicas y las homogréficas. El concepto de composiciéon y de funcién inversa nos permite,
a partir de las funciones exponenciales, definir las funciones logaritmicas. También se ven
las definiciones de las funciones trigonométricas bésicas y se estudian la funcién médulo y

otras funciones que vienen dadas por una definicién partida.
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1. Generalidades

2x=6
B Ejemplo. Un avién viaja desde Buenos Aires hasta Bahia Blanca sin escalas. El si-
guiente grafico describe aproximadamente la altura en metros del avion en funcién del

tiempo desde que partié de Buenos Aires hasta que lleg6 a Bahia Blanca:

A
metros

50001
40001
30004 ‘
20001 i
10004 /-

10 20 30 40 50 60 minutos

El gréfico anterior describe con bastante precision la relacién existente entre el tiempo y la

altura. A partir del grafico podemos, por ejemplo, afirmar lo siguiente:

» El viaje total duré 60 minutos.

= Durante los primeros 10 minutos, el avién ascendio.

= Los siguientes 10 minutos, el avién viajé a una altura constante de 2000 metros.
= Los siguientes 10 minutos, el avién siguié ascendiendo.

= Entre los 30 y 40 minutos de vuelo, el avién viaj6é a 4000 metros de altura, que es la

altura maxima que alcanzé en este viaje.
= A los 40 minutos comenzé a descender.

= Entre los 40 y los 50 minutos el descenso fue méas abrupto que entre los 50 y los 60 mi-
nutos (en los 10 minutos que pasaron entre los 40 y los 50 minutos el avién descendié

3000 metros y en los siguientes 10 minutos el avién s6lo descendié 1000 metros).
= A los 50 minutos, por ejemplo, el avién estaba a 1000 metros de altura.

= Durante el viaje, la altura del avion varié desde 0 hasta 4000 metros.
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= Observando el grafico, ;ja qué altura estaba el avion a los 25 minutos?

A partir de la situacién anterior, podemos dar algunas definiciones y precisiones sobre el
concepto de funcién. Si llamamos f a la funcién que relaciona la altura del avién con el
tiempo, podemos decir:

= Dominio: el lapso en el que nos interesa conocer la altura del avién es el tiempo que
estuvo volando asi que, en este caso, es el conjunto de niimeros que va entre 0 y 60,
lo que se indica por el intervalo [0;60] (por definicién, el intervalo [a;b] simboliza el
conjunto de ntimeros reales que son al mismo tiempo mayores o iquales a a y menores o
iguales a b). Al intervalo de tiempo en que nos interesa saber la altura del avién, vamos
a llamarlo el dominio de la funcién f y lo escribimos Dom(f). Es decir, en nuestro caso
Dom(f) = [0; 60].

= Nocién de funcién: en cada instante en [0;60] el avion estuvo a una #inica altura (cla-
ramente, un avién no puede estar a dos alturas distintas al mismo tiempo) y esto es
algo que caracteriza a las funciones: para cada valor del dominio, una funcién f toma
uinicamente un valor. Por ejemplo, a los 20 minutos la altura era de 2000 metros y no
otra, y a los 60 minutos la altura era de 0 metros (estaba sobre tierra) y no otra. Note-
mos, sin embargo, que en muchos momentos estuvo a la misma altura: por ejemplo,
en todo instante entre los 30 y los 40 minutos el avién estuvo a 4000 metros de altura,
pero insistimos en que es imposible que en un mismo instante estuviese a dos alturas

distintas.

Con esta restricciéon, podemos dar ejemplos de conjuntos de puntos del plano que sean

graficos de funciones y otros que no lo sean:

El gréfico anterior corresponde a una funcién ¢ con dominio el intervalo [—3;+o0)
(por definicién, el intervalo [a; +00) simboliza el conjunto de niimeros reales que son

mayores o iguales a a): notemos que a cada elemento x de este conjunto representado
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sobre el eje de las abscisas (eje horizontal o eje x), ¢ le asignha un tnico valor y sobre el

eje de las ordenadas (eje vertical o eje v).

Nt------—=

Yap-----s

El gréfico anterior no corresponde a una funcién, ya que no hay un tnico valor asignado
a cada valor de x (en el gréfico se muestra como, por ejemplo, al 4 sobre el eje x le

corresponderfan dos valores sobre el eje ).

» Imagen: durante el vuelo, el avién pasa por todas las alturas que van desde 0 (cuando
estd en el suelo) hasta 4000 metros (que es la altura maxima alcanzada). El conjun-
to de todos los valores que toma la segunda magnitud (la que se representa sobre el
eje y) se llama imagen de la funcién f y lo escribimos Im(f). Es decir, en nuestro ca-
so Im(f) = [0;4000] (el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales a 0 y
menores o iguales a 4000).

A continuacién, damos la notacién que usamos para trabajar con funciones, es decir, hacemos

explicito como describimos a las funciones con simbolos matematicos:
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I Notacién: todas las funciones con las que trabajamos son funciones cuyo dominio

es un conjunto A de nimeros reales (el conjunto de todos los ntimeros reales se simboliza

con la letra R) y toman valores también reales. Esto lo escribimos de la siguiente forma
f:A—=R

lo que se lee “f es una funcion que va de A en R”. Por ejemplo, para la funcién f que consi-
deramos sobre la altura del avién del primer ejemplo, podemos escribir f : [0;60] — Ry
decir que f va del intervalo [0; 60] en R.

Cuando nos queremos referir al valor que toma una funcién f en un valor x del dominio,
escribimos f(x) y leemos “f de x”. Por ejemplo, en el caso de la altura del avién, en vez
de decir “a los 50 minutos el avion estaba a 1000 metros de altura” podemos escribir
£(50) = 1000 y leer “f de 50 es 1000”.

Como hemos visto en la situacién anterior, el grafico de una funcién nos permite dar una
muy buena descripcion del fendmeno que estamos estudiando. Por esta razén, uno de los

objetivos del curso es poder graficar funciones a partir de la informacién que se disponga.

2x=6|
x=

5 Ejercicio 1. Entre todos los rectdngulos de perimetro 10, se quiere describir cémo

varia el area A del rectangulo en funcién de la longitud de la base b.

Solucién
Aqui tenemos dos magnitudes que se relacionan: el area del rectdngulo y la longitud de la
base. Podemos intentar escribir al drea como funcién de la longitud de la base y hacer un

gréfico.

Si el rectangulo a considerar es

tenemos que el dato sobre el perimetro se puede escribir como

2b +2h = 10.
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Por otro lado, sabemos que su 4rea es

A =b.h.

Como queremos escribir el drea en funcién de la longitud de la base, de la primera ecuacién

podemos obtener, despejando, que

10-2b

: 2

5-—0b.

Si reemplazamos el valor de h obtenido en la otra ecuacién, resulta que

A=0b.(5-b)=5b—1

Para distintos valores de b obtenemos distintas dreas y, para notar esta dependencia, pode-

mos escribir al drea A del rectdngulo como funcién de la longitud de la base b:
A(b) =5b — b2,

Notemos que esta férmula nos dice que el drea es efectivamente una funcién de la longitud de
la base ya que, para cada valor de b, A(b) toma un tnico valor. Por ejemplo, si la base mide
3 (b = 3), resulta que el drea vale A(3) = 5.3 —3? = 6.

Analicemos ahora el dominio de la funcién A:

= Los valores que puede tomar b son medidas de un lado de un rectdngulo, con lo que

seguro son nimeros positivos (es decir, b > 0).

= Como el perimetro es 10, la base b no puede ser tan grande como se quiera, porque
esta condicién sobre el perimetro da una restriccion para la longitud de la base. Por
muy pequefa que sea la altura, siempre en el perimetro tenemos que sumar dos veces

la longitud de la base, asi que 2b < 10 o, lo que es equivalente, b < 5.

Por las dos consideraciones previas, podemos afirmar que, para que la situacién geométrica
planteada tenga sentido, b debe satisfacer la condicién 0 < b < 5 (lo que puede escribir-
se be(0;5) y se lee ”b pertenece al intervalo (0;5)”). Esto nos da el dominio natural de la
funcién drea A en este caso: Dom(A) = (0;5).

Podemos resumir lo obtenido hasta ahora para la funcién area A con la notacién de funcio-

nes introducida anteriormente:
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A:(0;5) =R,  A(b) =5b—1

Notemos que este caso es diferente a la situacién del avién: ahora tenemos a la funcién A
dada por una férmula y no por un gréfico. Vamos a hacer un grafico aproximado de esta
funcién por medio de una tabla de valores para estudiar cémo se comporta. Para la tabla de
valores, debemos tener en cuenta que los valores de b deben estar en el intervalo (0;5) (los

paréntesis en el intervalo significan que los extremos no se consideran, los corchetes, que si):

b | A(b) =5b— b2
0,1 0,49
0,5 2,25

1 4
1,5 5,25

2 6
2,5 6,25

3 6
3,5 5,25

1 1
4,5 2,25
4,9 0,49

Graficamos en un sistema de ejes cartesianos los puntos obtenidos:
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5251 -------

Si completamos el gréfico, nos da una idea de como es la funcién drea A en funcién de la

base b:

A partir de este grafico podemos determinar varias propiedades de la funcién A:

I3
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Crecimiento: La funcion A es creciente en el intervalo (0; 2, 5): a medida que tomamos valores

mas grandes de b en este intervalo, los valores de A(b) crecen cada vez maés.

Decrecimiento: La funcion A es decreciente en el intervalo (2,5;5): a medida que tomamos
valores mds grandes de b en este intervalo, los valores de A(b) se hacen cada vez mds pe-

quenos.

Maiximo: La funcién A toma su valor mdximo en b = 2,5 y el valor mdximo que alcanza es
A(2,5) =6,25.

Notemos que, cuando la base tiene longitud b = 2,5, la alturamideh =5 —-b = 2,5, con lo

que podemos afirmar que:

El d&rea maxima entre todos los rectdngulos de perimetro 10 la tiene el rectdingulo que cumple
b =h = 2,5 (que por tener igual medida de base y de altura resulta ser un cuadrado) y dicha
area maxima es igual a 6, 25.

O

(EI cuadradito blanco al final de un renglén denota que la resolucién de un ejercicio o la

demostracion de una propiedad que se estaba desarrollando ha finalizado.)

(—]
(wfm[m]

sisil
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2. Funciones usuales

En lo que sigue, vamos a repasar algunas familias de funciones conocidas que son las herra-

mientas bésicas de la materia.

2.1. Funciones lineales

Las funciones lineales son las funciones f : R — R cuyo grafico es una recta:

flx) = —x+1

AN

| | N

Toda funcién lineal tiene una expresién de la forma

f(x) = mx+b
donde m y b son ntimeros reales fijos. El grafico de esta funcién es la recta de ecuacién
y =mx+b.

Al namero m se lo llama la pendiente de la recta y a b, la ordenada al origen (notemos que
b = f(0) es el valor en el que la recta corta al eje y o eje de las ordenadas, de alli su
nombre). Por ejemplo, la funcién f(x) = 5x + 1 tiene como grafico una recta de pendiente
m = 5y ordenada al origen b = 1.

2x=6|

2y Ejercicio 2. Hallar la férmula de una funcién lineal f que cumpla f(2) = 1y
f(4) = 5y graficarla.

Solucién

Resumamos en un cuadro la informacién que nos dan y qué nos piden:
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DATOS

OBJETIVO
= f funcién lineal J

- f2)=1
- f4) =5

Como f es una funcién lineal, tiene una expresién de la forma

A = férmula de f.

= gréfico de f.

f(x) =mx+Db,

donde m y b son niimeros fijos que queremos encontrar.

Sabemos que f(2) = 1y, reemplazando x = 2 en la férmula de f, obtenemos que

f(2) =m.2+b.

En consecuencia, debe ser
2m+b =1.

De la misma manera, como f(4) = 5, al reemplazar x = 4 en la ecuacién de f se obtiene que
4m +b = 5.
Entonces m y b deben cumplir simultaneamente las dos ecuaciones:

2m+b =1
dm+b=>5

Para hallar m y b podemos restar la primera ecuacién menos la segunda y obtenemos asf el
valor de m:

(2m+b)—(4m+b) = 1-5

2m+b—4am—p = —4
—2m = -4

o= =

=2

m = 2.

Para obtener el valor de b, reemplazamos el valor de m en cualquiera de las dos ecuaciones
originales y despejamos:

2Zm+b=1 < 2.2+b=1 <= b=1—-4 < b= -3.
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(Noten que si reemplazamos en la otra ecuacién, obtenemos el mismo resultado:
dn+b=5 <= 4.24+b=5 <= b=5-8 < b=-3)

Al reemplazar los valores hallados, m = 2 y b = —3, en la expresion de f(x) obtenemos la
formula pedida | f(x) = 2x — 3.

Todavia nos falta hacer el grafico. Como sabemos que la funcién obtenida tiene por gréfico
una recta, bastara dibujar dos puntos para poder determinarla. Por ejemplo, podemos usar
los puntos (2, f(2)) = (2,1) y (4, f(4)) = (4,5) que nos dieron originalmente:

5f-------- ‘
1 T 7 | 3
2 4 ]
-3
Con esto, obtuvimos todo lo requerido. O
Observaciones:
= El valor donde el grafico corta al eje i es f(0) = —3 que es el valor de la ordenada al

origen b, como ya observamos.

» Como al pedir f(2) = 1y f(4) = 5, nos dieron dos puntos por donde tenia que pasar
el gréfico de f y como dos puntos determinan una recta en el plano, la solucién a nuestro

problema es tinica.

= La funcion f es creciente (a medida que crece x, el valor de f(x) crece). Todas las rectas
con pendiente positiva son graficos de funciones crecientes y las de pendiente negativa son
gréficos de funciones decrecientes. Las rectas de pendiente 0 corresponden a funciones
constantes (es decir, funciones para las que f(x) vale siempre lo mismo independiente-

mente del valor de x).
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2x=6|

it Ejercicio 3. Hallar la férmula de la funcién f tal que su gréfico es una recta de pen-

diente m = —% que pasa por el punto P = (4, 3) y, luego, graficarla.

Solucién

Sabemos que:

DATOS

BJETIV
= gréafico de f es una recta OBJ ©

A = férmula de f.
= pendiente m = —5

= grafico de f.

= pasapor P = (4,3)

Como el gréfico de f es una recta, tenemos que f resulta ser una funcién lineal. Como la

pendiente de la recta es m = —5 la férmula de f serd
1
flx) = X+ b,

para algiin ntimero real b.

Como sabemos que el punto P = (4, 3) esté en el grafico de f,

f(4)=3.
Evaluando en x = 4, tenemos

1

f4) = —§.4+b = —2+b.
Entonces
—24+b=3,
con lo cual
b =>5.
., 1

La funcién buscada es, entonces, | f(x) = — ¥ + 5.

Para graficarla, basta dar un par de puntos que estén en el gréfico. El punto (4, 3) ya nos fue
dado como dato. Evaluando x en cualquier valor distinto de 4, obtenemos otro punto. Por
ejemplo,
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£(0) = —%.0+5:5,

es decir, el punto (0,5) serd otro punto del gréfico de f (notemos que, como se menciond
antes, 5 = f(0) es la ordenada al origen, y por lo tanto, el valor donde la recta corta al eje v).
Graficando, obtenemos

con lo que se concluye el ejercicio. O

Podemos observar que, en este caso, en el gréfico se ve que la funcién f es decreciente (lo que
concuerda con el hecho de que su pendiente sea negativa).

Cuando modelamos una situacién, las funciones lineales son las mas sencillas para trabajar
(aunque, lamentablemente, no toda situacién satisface una relaciéon lineal). En el siguien-
te ejercicio vemos un caso donde un modelo lineal describe exactamente la situaciéon que
queremos estudiar:

2x=6|
x=3h

-+ Ejercicio 4. La boleta mensual de consumo de electricidad tiene un cargo fijo de $25
y $0,02 por cada KWH consumido.

1. Dar la funcién lineal f que dice cuanto se debe pagar (en $) en funcién de los KWH
consumidos.

2. Si Pedro consume en un mes 300 KWH, ;cudnto debe pagar?
3. Si Pedro debe pagar $40, ;cudnto consumi6?

4. Representar graficamente la situacion.

Solucién

Resolvamos cada item:
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1. Primero, vamos a intentar encontrar la férmula de la funcion f.

La ordenada al origen b de la funcién f corresponde al gasto que se hace cuando no se

consume electricidad, es decir, b = 25 (el cargo fijo).

Por cada KWH consumido, el precio aumenta en $0, 02, con lo que el gasto por x KWH

consumidos sera de 0,02x.

Entonces, el costo total en $ cuando se consumen x KWH estara dado por la funcién

f(x) =0,02 x + 25.

Una salvedad a tener en cuenta en este caso es que, como la cantidad de KWH consu-
mida siempre es un ntmero positivo o cero, la funcién f que nos interesa es una fun-
cién lineal pero su dominio es Dom(f) = [0; +o0), es decir todos los ntameros reales
mayores o iguales que 0.

2. Si Pedro consume 300 KWH en un mes, debe pagar f(300), es decir:
£(300) = 0,02.300+ 25 = | $31.

3. Si Pedro paga $40, buscamos la cantidad x de KWH tal que f(x) = 40, es decir

0,02x+25=40<0,02x=40-25 & x = = 750.

0,02
Entonces
x = 750 KWH.

4. Representamos lo anterior en el siguiente grafico (en este caso usamos distintas escalas
para el eje x y el eje y porque las cantidades involucradas son de distinta magnitud).

Para esto podemos usar los puntos que obtuvimos en los otros {tems:

40 t - - oo

Bl f-------- o
25 ¢

300 750 KWH

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 15



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 1 - Funciones

Con esto terminamos de resolver el ejercicio. O

A Hay otro tipo de rectas en el plano que no son gréficos de funciones (ya que a un
mismo valor de x le corresponden distintos valores de y): las rectas verticales. Estas rectas
tienen una ecuacién del tipo x = a para un ntmero real a fijo y estdn formadas por todos

los puntos del plano cuya primera coordenada es a.

(—]

[u]
[m]
10

(w]m]

2.2. Funciones cuadraticas

Las funciones cuadrdticas son las de la forma f(x) = ax?> + bx +c, cona, b, c € R fijos
ya # 0.

Ya estudiamos una de estas funciones en el ejercicio donde se describe como varia el area de

un rectdngulo de perimetro 10 en funcién de la base.

2x=6
@ Ejemplo. Empecemos estudiando la funcién f : R — R definida por f(x) = x? (es
decir, cuandoa =1,b =0y c = 0).

Para hacer un gréfico aproximado confeccionamos una tabla de valores:
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x| f(x) =x2
-3 9
-2,5 6,25
-2 4
—-1,5 2,25
—1 1
—0,5 0,25
0 0
0,5 0,25
1 1
1,5 2,25
2 4
2.5 6.25
3 9

Un gréfico aproximado de esta funcién es

Algunas observaciones:

» La imagen de la funcién f, como se ve en el grafico, es Im(f) = [0; +o0).

= La funcion f es decreciente en el intervalo (—o0;0) y creciente en el intervalo (0; +00).
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» La funcién f sélo se anula en x = 0. En el resto de su dominio, es decir en (—o0;0) U (0; +c0),

es positiva (es decir, para cualquier x < 06 x > 0, f(x) toma valores positivos).
= La funcién alcanza un minimo en x = 0 y el valor minimo que toma es f(0) = 0.

» La curva obtenida se llama pardbola. De hecho, el grafico de cualquier funcién cuadratica
es una parabola y todas las pardbolas que son graficos de funciones resultan ser graficos
de funciones cuadraticas. Otras funciones pueden tener graficos parecidos pero 70 son
parabolas.

Todas las pardbolas tienen un eje de simetria (en este caso, la recta x = 0) y el punto
donde se corta este eje de simetria con el grafico se llama vértice de la pardbola (en este

caso, el vértice es el punto (0,0)).

El siguiente calculo auxiliar (sacar a factor comuin y luego completar cuadrados) nos permite

escribir a las funciones cuadraticas de una forma ttil para describir sus propiedades:

ax? +bx +c = a<x2+bx+c> = a<x2+2bx+c> =
a a 2a a
3 3 3
a # 0 factor coman k = ZE sumar y restar ﬁ
a 2a y 4a2
= q x2+2£x+b72_b72+£ = a x+£ 2_ﬁ+£ —
N 20" 4a2 442 a N 2a 4a2  a )

sumando fracciones distribuyendo a

Con esto obtuvimos otra escritura para una funcién cuadrética. Es decir, para constantes x, e

) ) 4ac — b?
Yo (mds precisamente, para X, = —— ey, = ———

> 1 ), podemos escribir cualquier funcién
a a

cuadratica como
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fx) =ax® +bx+c=a(x—x)* + v
Esta escritura nos permitird hacer un andlisis detallado de la funcién cuadratica

f(x) = ax® + bx +c.

Para poder obtener las propiedades de f, separaremos el andlisis en dos casos: cuando a > 0

y cuando a < 0.
Primer caso: Analicemos primero qué pasa con

f(x)=a(x—x,)*+y, para a>0:

Una expresion al cuadrado siempre es mayor o igual que cero (nunca es negativa). Por lo
tanto, tenemos que
(x—x)>>0

para todo x € R (es un cuadrado) y vale 0 si y sélo si x = x5.

Comoa > 0,
a(x—x,)%>0

para todo x € R (es un producto de niimeros no negativos) y vale 0 si y sélo si x = x.
Luego, sumando y, de ambos miembros,

fl) =a(x—x)" +¥0 210
para todo x € R y vale la igualdad siy sélo si x = x5.

Por lo tanto, la funcién cuadrética f toma valores siempre mayores o iguales que y,. Esto
quiere decir que el valor minimo que alcanza es y, y lo alcanza en x = x,. Es decir, el punto

(xv,Yo) es el vértice de la parabola que es grafico de f.

Como la funcién f tiene un minimo, las ramas de la pardbola deben “ir hacia arriba” y la
imagen de f es Im(f) = [yy; +00).
Todo esto se puede ver en el siguiente gréfico:
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a>0

Resumamos toda la informacion obtenida en este caso:

| Funcién cuadratica f(x) =ax*+bx+ccona >0

El eje de simetria de la pardbola es la recta vertical de ecuacién x = s
a

f puede escribirse como f(x) = a (x — x,)% + yo.

. b .
El minimo de f se alcanza en x, = —5 Y el valor minimo que toma f es
a

4ac — b?
flxo) =yo = g

)
» La imagen de f esIm(f) = [%,’—FOO).

b
. d jent —00; —— |.
f es decreciente en < 00 2u)

b
= f es creciente en (——; —|—oo).
2a

_ K2
El vértice de la pardbola es (x5, y») = (_% (_ % >> _ <_ % / 4ac4a b )

Segundo caso: En forma anéloga, se puede analizar ahora qué pasa con
f(x)=a(x—x,)*+y, para a<0

y su gréfico resulta
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a<0

La informacién que se obtiene en este segundo caso es:

| Funcién cuadrética f(x) =ax*+bx+ccona <0

- ) b b b 4ac—b?
» El vértice de la paribola es (xy, Yv) = (_Z' (_Z>> = <_Z' T)
n El eje de simetria de la pardbola es la recta vertical de ecuacién x = —%.
= f puede escribirse como f(x) = a (x — x5)* + vo.
» El mdximo de f se alcanza en x, = —% y el valor méximo que toma f es
4ac — b?
flxo) =yo = ———
: 4ac — b?
» La imagen de f esIm(f) = S|

f es creciente en | —oo b
| ] — S .
" 2a

b
= f es decreciente en (—5; —|—oo).

Por dltimo, podemos encontrar (cuando existan) los ceros o raices de la funcién f, es decir,

los valores de x tales que f(x) = 0. Si utilizamos la escritura anterior, tenemos que

. x—i—k 2+4ac—b2_0@ x+£ 2__4ac—b2© x+£ 2_b2—4ac
2a 4 2a) 442 o
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y esta ecuacién tiene solucién cuando el miembro de la derecha es mayor o igual que cero,
porque el miembro de la izquierda es un cuadrado. Como el denominador siempre es posi-
tivo, basta pedir que b? — 4ac > 0 (si no, la funcién no tiene ceros y el gréfico no toca el eje
x). En este caso puede haber dos valores que sirven,

b Vb? —4ac b vV b? —4ac

Mt = s Y Mt =

con lo cual se deduce la siguiente afirmacién:

Si b — 4ac > 0, los valores donde f(x) = ax* + bx + ¢ vale cero son

_ —b+Vb*—4ac —b — \/b? — 4ac

2a y X2 = 2a !

X1

que son las férmulas bien conocidas para calcular los ceros o raices de una funcién
cuadrética. Si b2 — 4ac < 0, la funcién cuadrética no tiene raices, es decir, nunca vale
0.

2x=6|

2 Ejercicio 5. Dada la funcién cuadratica f(x) = 2x2 — 4x — 6, determinar su imagen,

en qué intervalo crece, en qué intervalo decrece, en qué valor alcanza su extremo, en qué

valores se anula, dénde es positiva y donde es negativa.

Solucion
Podemos resumir lo requerido por el ejercicio en un cuadro:

OBJETIVO
= Imagen.
DATOS = Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
» Férmula 2 = Extremo.
f(x) =2x* —4x -6
= Ceros.

Conjuntos de positividad y de negatividad.
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Un método que nos va a resultar muy til a lo largo de todo el curso es obtener informacién
de una funcién a partir de su grafico aproximado. En este caso, ya sabemos que, como f es
una funcién cuadratica, su gréfico serd una parabola, asi que, en vez de dar una tabla de
valores, usamos algunas de las propiedades que ya conocemos de estas funciones (observen

que, para todas las cuentas a = 2, b = —4y c = —6 pues f(x) = 2x> — 4x — 6).
Primero, podemos calcular las coordenadas del vértice:

b4

T Tm T 22

y, entonces,
Yo = f(xo) = f(1) = =8,

con lo que resulta que el vértice es el punto (1, —8).

También podemos calcular, si existen, las raices (notemos ademds, que estos valores forman

parte de lo que nos piden):

4416 -42.(-6) _, 4— /16 -42.(-6) _

22 B y

X1 =

es decir f(—1) =0y f(3) =0.

Por lo anterior, el grafico de la funcién f dada pasa por los siguientes tres puntos:

Con estos tres puntos, y sabiendo que el grafico es una parabola de vértice (1, —8), podemos

hacer un gréfico aproximado de f:
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(notemos que el valor de a = 2 > 0 y las ramas de la pardbola van “hacia arriba” como
dijimos anteriormente.)

Al estudiar el gréfico, sin necesidad de memorizar una larga lista de férmulas para funciones
cuadréticas (s6lo calculamos el vértice y las raices), podemos obtener toda la informacién

pedida de la funcién f:

» Laimagen de la funcién es Im(f) = [—8; +00).
» La funcién decrece en (—o0; 1) y crece en (1; +00).

» El extremo de la funcién es un minimo que alcanza en x = 1. El valor minimo que

toma la funciénes y = f(1) = —8.
= Los ceros de la funciébn son x = —1y x = 3.

» La funcién toma valores positivos para los x en (—o0; —1) U (3; +00) y toma valores

negativos para los x en (—1;3).

(—
|m]

|m]
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5. Funciones trigonométricas

| Radianes. En lo que sigue, vamos a trabajar con dngulos. Por las buenas propieda-
des que tiene desde el punto de vista del andlisis, la unidad de medida de angulos que
se utiliza es el radidn. La medida de un dngulo en radianes equivale al recorrido del arco
de dicho dangulo en una circunferencia de radio 1. Por ejemplo, si queremos medir en ra-
dianes un angulo de 360°, su arco recorre toda la circunferencia que tiene longitud 27 . 1

(pues el radio es 1) con lo cual

360° = 27t.

Con esta equivalencia y por proporcionalidad directa, estamos en condiciones de calcular

cuanto vale en radianes cualquier 4ngulo dado en grados. Por ejemplo:

) T T T T
Radianes 0 3 1 3 > 7T —7T 27

N

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Consideremos un tridngulo rectdngulo como el de la siguiente figura:

2

Para el dngulo agudo a se definen los valores del seno y del coseno de « de la

siguiente manera:

sen(w) = y cos(a) =

Al
Al
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Estos valores dependen tinicamente de la medida del angulo « y no del tamario del tridngulo
rectangulo. Es decir, si cambiamos el tridngulo rectdngulo por otro con angulo «, los cocien-

tes anteriores valen lo mismo.

Si calculamos

=2 =2 =2 ——2 ——

BC AB BC + AB AC
sen?(a) + cos®(a) = —t == iz = — =1

AC AC AC Y

por Pitdgoras

A La identidad sen?(a) + cos?(a) = 1 vale para cualquier valor que tome & y se llama

la identidad pitagorica.

A continuaciéon damos algunos valores del seno y del coseno:

. . n n n m
6 4 3 2
1 2 3
sen(w) 0 B \/7_ g 1
3 2 1
cos(a) 1 \/7_ \/7_ > 0

. . : T
Notemos que, cuando dos dngulos « y 8 son complementarios (es decir, suman E)' el seno
de uno es el coseno del otro y viceversa, pues son los dos angulos agudos de un tridngulo

rectdngulo:

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 57



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 1 - Funciones

= cos(a).

Al

Por ejemplo, en la figura, sen(p) =

Extension del seno y del coseno a 4ngulos en el intervalo [0; 277] y luego a cualquier valor
real:

Consideremos primero el seno. Dibujamos una circunferencia de radio 1, y en cada caso,
la medida del segmento vertical es el valor de sen(a), ya que la hipotenusa del tridngulo
coincide con el radio, que vale 1. En los dos primeros casos, el seno serd positivo y en los
altimos dos, serd negativo:

/ ﬁ\ f \L \\

|

|

!

| \ /
I | |
i

I

|

|

|

|

N

De esta manera, se puede definir el seno de cualquier d&ngulo entre 0 y 277, y para los ntimeros

mayores o menores, se considera el valor del seno del dngulo que forman sin contar las
vueltas de mas que se den en sentido horario o antihorario. Entonces, tenemos la funcién

sen : R — R que podemos graficar usando la circunferencia de radio 1 como auxiliar:

La funcién sen : R — R dibujada arriba en rojo tiene por dominio a Dom(sen) = R,
su imagen es Im(sen) = [—1;1] y es periddica de periodo 27, es decir que la funcién se
repite cada 27t o, escrito mas formalmente, sen(x) = sen(x + 277) para todo x € R.

Un estudio similar al hecho con la funcién seno puede hacerse con la funcién coseno y se

obtiene el siguiente grafico:
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1
y = cos(x) /N n %/’\

La funcién cos : R — R, dibujada arriba en rojo tiene por dominio a Dom(cos) = R,

su imagen es Im(cos) = [—1;1] y también es periédica de periodo 27t.

2x=6
B Ejercicio 13. A partir del gréfico de f(x) = cos(x), graficar g(x) = cos(x + %)

Solucién

La consigna del ejercicio nos pide que, a partir del grafico conocido de la funcién coseno,
. . T

hallemos el grafico de la funcién g(x) = cos(x + E) Para eso, podemos comparar dos

tablas de valores:

x | f(x) = cos(x) x | g(x)=cos(x+ g)
T
1 —— 1
0 2
s V2 o V2
4 2 4 2
T
— 0 0 0
2
3.1 V2 n V2
4 2 4 2
7T
~1 z ~1
i 2
gn 0 7T 0
27 1 gn 1
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Notemos que la funcién g(x) = cos(x + g) toma los mismos valores que f(x) = cos(x),

7T . e .
pero los toma > unidades antes, con lo cual, el gréfico de ¢ va a ser similar al de f pero

. T . .
corrido 5 unidades a la izquierda:

’
y = cos(x + E)

() <
I

(@)

o

7]

—~

=

N —

YA NRN
< N

Luego, el gréfico pedido es

!

2x=6

"“¥ Ejercicio 14. A partir del grafico de f(x) = sen(x), graficar g(x) = sen(2x).

Solucién

Nuevamente, podemos comparar dos tablas de valores:
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x | f(x) =sen(x) x | g(x) =sen(2x)
0 0 0 0
T2 m v2
4 2 8 2
T T
- 1 — 1
2 4
S.l 2 S.l V2
4 2 8 2
s
3 3
- 1 ° 1
2" i
27 0 T 0
De esta forma, notamos que la funcién g(x) = sen(2x) toma los mismos valores que la

funcién seno, pero los toma en el d&ngulo que vale la mitad, con lo cual, el grafico de g va a

ser similar al de f pero oscilando el doble de veces:

y = sen(2x) «  y=-sen(x)

AV

Luego, el gréfico pedido es

3
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£ Ejercicio 15. Determinar todos los valores de x € R tales que sen(2x) =

= V2
-

Solucién

Como la funcién seno es periddica de periodo 277, una estrategia para encontrar los valores

V2

pedidos es empezar encontrando todos los valores 0 < o < 277 tales que sen(a) = -

2
Por tabla, sabemos que sen oy = ——. En un dibujo, tenemos que
q 1 5 ) q

En el tnico otro cuadrante donde el seno es positivo es en el segundo, asi que buscamos el

angulo en ese cuadrante cuyo seno valga lo mismo:
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