PRACTICA 6
Problema standard de maximizacion. Método Simplex.

Ejemplo
En la practica anterior hemos aprendido a resolver problemas del tipo:
3X1+4x2 < 8
“"Hallar el MAXIMO de z = 3x; + 2, sujeto a R = 2X1+ X2 < 4

Xx1>0,%X2>0

En este caso, la region R es un poligono, y sabemos que el méximo se alcanza en uno de
sus vertices:

y A
Vértices z(X,y)
(8/5,4/5) 32/5
(0.0) 0
(2.0 6
0,2) 4

El maximo se alcanza en (8/5,4/5)
siendo z(8/5,4/5)=32/5.

\/

¢, Qué pasaria si el problema, en lugar de tener 2 variables, tuviera mas? No sélo no lo
podriamos dibujar, sino que la cantidad de vértices puede ser un nUmero muy grande, y
evaluar en todos para ver en donde se alcanzaria el maximo valor seria extremadamente
COostoso.

El método dado a continuacion, conocido como METODO SIMPLEX, desarrollado por
Dantzig (1947), es sumamente ingenioso.
El mismo recorre los vértices de manera que la funcion objetivo vaya incrementandose
hasta que, no pudiendo aumentar mas, se detiene habiendo encontrado el maximo valor.
Para hacerlo, basta con triangular cierta matriz siguiendo unos pasos muy sencillos.
Se tardo aproximadamente 40 afios en aceptar por qué el método funciona tan bien como
lo hace. Recién en 1984 otro matematico propuso un meétodo alternativo, pero el método de
Dantzig sigue funcionanado mejor en casos que tengan hasta 20000 variables!

El desarrollo del tema se basa en el capitulo "Programacion Lineal" del libro
Aplicaciones de Algebra lineal, de Grossman.



Método simplex

Problema del maximo

Definicion El siguiente problema se llama problema estandar de maximizacion:
“dada una funcion

Z= C]_x1 +.. .+Can
que llamaremos funcién objetivo ,
b1

b . .
AeR™ B= ‘2 € R™talque bi > Oparatodoi = 1,...,m, y un sistema de

bm
restricciones
AX<B

X1>0,...,.%X, >0

R:

se quiere hallar un vector X € R" que maximice zy satisfaga R".
La desigualdad AX < B se interpreta coeficiente a coeficiente . Observar que entonces
podemos describir las restricciones como

AX < B
X>0

Usaremos indistintamente la notacidn matricial o de sistemas de ecuaciones.
Método

Primero transformaremos las desigualdades en igualdades, introduciendo nuevas
variables "de holgura": las nuevas variables indican cuanto le falta a cada desigualdad para
convertirse en igualdad. Se iran recorriendo los vértices de la region de factibilidad e
incrementando el valor de la funcion en cada paso, hasta encontrar el maximo. El método
permite realizar estos pasos de una manera sistemaética y sencilla.

1. Se transforma el sistema con < en uno con =, introduciendo una variable de
holgura para cada ecuacion. Considerando el ejemplo anterior, pongamos
S1 = 8-3X1 —4X2, S2 = 4—2X1 — Xz entonces s; > 0, s, > 0. Ahora reescribimos el
sistema utilizando igualdades en lugar de desigualdades, obteniendo el sistema

3X1+4X2+Sl=8
de 4 incognitas R’ = 2X1+ X2+ S =4
Xi=20,5=20

Planteamos z = 3x; + 2x, + 0s; + 0s; y observemos que una solucién de R' es
tomarx; = x2 =0, 51 = 8, s = 4, siendo z(0,0,8,4) = 0. Si no tomamos en cuenta
las nuevas variables y consideramos solo x; = X = 0, obtenemos un vértice de R,
y también es z(0,0) = 0.

Las s, son inicialmente las variables basicas y las x; son las variables no



bésicas .

2. TABLA SIMPLEX INICIAL:
Ahora escribimos el sistema R' en forma de tabla, poniendo en la primera fila el
nombre de las variables, en la Ultima la nueva funcién zy en la ultima columna las
variables bésicas. La primera fila se puede no poner, ya que es siempre igual, y
la dltima columna es optativa -pues se reconstruye facilmente. En el caso de
nuestro ejemplo obtenemos:

X1 | X2 | S1| S
34 /1|0 8 |s
211 /0|1 4| s
312 /0]|0
Los coeficientes de la ultima fila se llaman indicadores : (c,...,Cnm). Debemos

interpretar que los valores de las variables basicas s; = 8, s; = 4, los de las no
bésicas x; = x2 = 0y que el valor de la funcién es 0: z = 0.

3. Nos fijamos si hay algun indicador positivo. En caso afirmativo, el valor de z
se puede ir incrementando, pues como z = 3x; + 2X, Si tomamos algin x; > 0
obtenemos z > 0. Luego elegimos un indicador positivo, por ejemplo el mayor. En
este caso, c¢; = 3. Llamamos j al indice del indicador elegido. En este caso j = 1.

4. En la columna j se consideran todos los coeficientes de la misma que son
positivos -esto es, los a; > 0- y se calculan los cocientes ;’—l'J , eligiendo el a;; que
lo minimiza. En nuestro ejemplo, comparamos % , % , Y vemos que el menor se

obtiene para £ = 4. Entonces, el pivote elegido es ayi.

5. Se triangula la matriz del simplex tomando como pivote el coeficiente
elegido, en este caso ay:.

a. Se divide la filai -en nuestro caso, la fila 3- por az:

X1|X2|S1| S
3 |4 0 S1
1ol32]a
312 0z

b. Pivoteamos:

X1|X2|S1| S

0|2 1]-32 S
10 12 x|

0|5 0|-3|z-6

La variable basica s, se reemplaza por xi, por lo cual ahora las
variables basicas son s; = 2, X; = 2y las no basicas s; = X = 0.
Claramente, estos valores verifican todas las ecuaciones de R' y
ademas "hacen aumentar" a z, ya que z(2,0,2,0) = 6.



Si s6lo consideramos z en las variables originales, también es
z(2,0) = 6.

6. Nos fijamos si quedan indicadores positivos. Como ¢c; = % > 0, la respuesta
es si. Entonces, se debe repetir el procedimiento anterior.

a. Comparamos < = 4, £ = 4. Como 4 es el menor, el pivote es
2 2

5
dpp = >

b. Dividimos la primera fila por a;2 , obteniendo:

X1 | X2 | S1|S2 X1 | X2 | S1 S

o I/2]-2 ¢ % 11220+ |x
140 22 x| |10 -t &2 & x
0|+ 0 -2 z-6 00 |- —-2|z-2%

Las variables basicas son ahora x; = %, X1 = % y la solucion factible
asociada es

8 4y_32
Observemos que el hecho de comparar los cocientes ;’—l'J garantiza que

todos los b se mantengan positivos. En el caso de habernos
equivocado en la eleccion, alguno de los términos independientes (los
bi) se hara negativo al triangular, con lo que nos damos cuenta del error
y rehacemos.

Esta condicion garantiza que el vector hallado pertenezca a la region R:
la solucion siempre tiene todas sus variables no basicas iguales a 0, y
las basicas son iguales a los coeficientes independientes, que son
positivos. (Observar que si se verifica el sistema R, como las variables
de holgura son positivas, también se verifica R.)

7. Nos fijamos si queda algun indicador positivo. jNo! Eso nos dice que el
diagrama anterior es un diagrama terminal , y que la solucién asociada al mismo
nos da la solucion del problema del maximo. El hecho de que no queden
indicadores positivos significa que no se puede incrementar el valor de z
Veamoslo en este caso.

De la ultima fila de la tabla inferimos que:

Z— 3—52 = Ox1 + Ox2 — %Sl - %52-
Para incrementar el valor de z, las variables que no estan multiplicadas por 0
deberian ser negativas, lo que no puede suceder en nuestra region.

La solucién asociada a la tabla final es [x, = 2, x1 = € ys; = s, = 0, siendo

_ 32
Z—5.

Observemos que alterar los valores de las variables basicas no cambiaria el valor
de z ya que sus coeficientes son 0, y cambiar el de las no basicas disminuiria el
valor de la funcion (recordar que son mayores o iguales a cero). Por lo tanto, se
ha alcanzado el méximo.




Ejemplos

1. MAXIMIZAR z = x1 + 2X2 sujetaa R =

A
y

X1—4x, <1
-3X1+2X2 < 6
X1>20,%x2>0
Observemos que nuestra restriccion es la region del plano:

Z crece

Solucioén:
Construimos primero

X1 —4X2 + S1

X1>0,%x22>0
$1>20,5>0

A\ 4

=1
31 +2X+S, =6

(Este paso se puede saltear si no nos equivocamos al construir la tabla inicial.)

La tabla inicial es

X1 | X2 | S1]S2
1 |-4/1|0 |1 s
3/2 |0 1|6 s
112 |00
Aplicando el método -elegiendo como indicador a ci- llegamos a la siguiente tabla
X1 | X2 |S1|S2
114 1 01 X1
0 |-10 119 |s|
0|6 -1/0 |z-1

No es tabla final dado que queda un indicador positivo: ¢c; = 6 > 0. Pero no se
puede seguir aplicando el método pues no hay coeficientes positivos en la
columna de este pivote. La solucion factible asociada a esta tabla es z(1,0) = 1.
Observemos que z— 1 = 6x2 — s1, luego, si hacemos s; = 0 entonces z = 1 + 6xa,



y crece indefinidamente pues x, no esta acotada en la region.

(Ver en el grafico que si nos movemos por la arista correspondiente al punto
esquina (1,0), aumentamos el valor de zindefinidamente.)

La respuesta es, entonces, que

zno alcanza un maximo valor en la region indicadal.

X1+ X2+ X3 <15
2X1 + X2 + 2X3 < 26
5X1 + 2X2 + 3x3 < 43
L X1>0,%x2>0,x3>0

2. MAXIMIZAR z = 3x; —2X2 + 2xg sujeto a R = <

Solucioén:

La tabla inicial es
X1| X2 | X3|S1|S2|S3
1 11100 |15|s
2 2 0|1 /0|26|s -
512 |3 /0|0 |1 |43 |ss
3/-2/2/0 010z

Las variables basicas son s;, Sy, S3 Y las variables no basicas Xi, X2, X3,y z = 0.

Elegimos el indicador c; = 3. Comparamos los cocientes: £, 2 | £ siendo el

menor este ultimo. Luego, elegimos como pivote az; = 5. Dividimos por 5 la fila 3,
obteniendo:

X1 X2 | X3|S1|S2| S3 X1 | X2 X3|S1|S2|S3
3 2 1 32
1 /1 |1 /1210|015 |s; 0 < €10 |5 |-& S1
2 1/2/0/1/0/26|s, ~0 L [4/0]1 -2 & |g |
2 | 3 1| 43 2 3 1 43
5 |5 010 55 | X1 1 5 5 010 5 5 X1
16 1 3 129
3 212 0/0 0 V4 0 -5 | 5 00 -5 Z— ==
Las variables basicas sons; = %, s, = 4, x; = 2, las no basicas s3 = x, =

x3=0yz=12
(Para chequear que no nos equivocamos en las cuentas, podemos verificar estos

valores en la expresion original del sistema, y en z z(-2 0 O) =12)

No es tabla final pues queda un indicador positivo c; = Entonces debemos
seqguir trlangulando Para elegir el pivote, comparamos Ios cocientes: - = 16,
5
44
i =11, = = 2 = 141. Como el menor es 11, el elegido es azx = +.

Segwmos trlangulando



X1 | X2 X3 |S1|S2|S3 X1 | X2 X3 [S1|S2 S3

02 [z]1lo]-2/2 g Jo/2 [0 |1/-20 |2 |s
o+ [a]lo 8 21 x|~ 01+ [1]jo 2 |1 /11 x5
11£ |2 /0j0o|+ 2 X1 114+ (0 |0 22 |2 X1
0 -&[1 00 -2|z-2 0 -8 0 |0|-1|-1|z-28

Ahora, las variables basicas s; = 2, x3 = 11, X1 = 2, lasno basicas s =S, =X, = 0
yz=28

Como no queda ningun indicador positivo, esta tabla es final y el valor obtenido
de zes el maximo.

Luego, [z alcanza su maximo valor en (2,0,11), siendo z (2,0,11) = 28,.

X+z<5

L . X+y<12
3. Hallar el maximo de f = —x+ y + z Ssujeta a

y+z<8

X>2y>3z>0
Solucion:
Este no es un problema estandar de maximizacion, ya que tenemos las
condiciones x> 2ey > 3enlugarde x>0,y > 0.
Como es frecuente al resolver problemas, tratamos de “llevar * un problema
nuevo que no sabemos resolver, a otro que si sabemos. Para esto, observamos
quesix>2y>3entoncesx-2>0,y-3>0.
Esto induce a hacer el cambio de variables x; = x— 2, y; = y— 3. Para unificar la
notacion, ponemos z; = z. Debemos reescribir el sistema en funcion de las
nuevas variables. Despejamos entonces: X1 + 2 = X, y1 + 3 = y Yy sustituimos en el
sistema original, obteniendo:

X1+2+21<5
X1+2+y1+3<12
y1+34+421 <8
L X1>0y1>321>0

A

el cual reescribimos:
X1+21 <3
X1+Yy1 <7
Vi+21 <5
X1 2 0,y1>0,z1>0

La funcion a maximizaresf = —x+y+z=-(X1+2)+y1+3+21 = X1 +
y1+ 21 + 1. Entonces: f—1 = —x; + Y1 + z:. Armamos ahora la tabla inicial en
funcion de las nuevas variables y pivoteamos:




X1 |Y1|Z21]S1|S2|S3 X1 Y121 |S1]S2|S3
0/1/1/0/0|3 |st| |1 0]1 1/0/0 |3 |
100107 |s2/~1]0-10/1-12 |'s

0 /10015 |ss (011 00|15 |y

~1/1 /1 000 f-1 ~1/0 0 |00 |-1|/f-6

obteniendo ya la tabla final. El maximo se alcanza en x; = 0, y1 = 5, z; = 0 siendo
f=6.

Volviendo a las variables originales, x—2=0,y-3 =5, z= 0. Esto es, X = 2,

y = 8, z= 0. Observemos que efectivamente, como f = —-x+ y + z, resulta que el
maximo de fes -2+ 8+ 0 = 6. Entonces,

f alcanza su maximo valor parax = 2,y = 8, z= 0, siendo f = 6 el valor maximo|.

X+y<6
4. Hallar el méximo de f = 3x+ 3y enlaregion R :

x>0y=>0
Solucioén:

Como éste es un problema de dos variables, podemos resolverlo por el método
gréfico. La region es acotada:

A
vertices 3x+3y

(0,0) 0

(6,0) 18
(2,4) 18
(0,4) 12

El valor méximo se alcanza en
esta arista

\/

Veamos ahora como nos damos cuenta, aplicando el método simplex, que la
solucion se alcanza en una arista. La tabla inicial y el pivoteo es muy sencillo:

X |yls:| s
di1/1]0 6 |s
0101 |4]s,
31300 f

De acé obtenemos que
f alcanza su maximo valor parax = 6 e y = 0, siendo f = 18 el valor maximo|.

Las variables basicas son x y s,. Observemos que, a pesar de que la tabla es
final y ya hallamos el maximo, podriamos seguir pivotenando, y convertir la

y S | S
1/1 (0|6 X
1/0 |1 |4 S2
0 -3/0|f-18

O O | | X




variable y en basica; esto sera posible ya que hay un 0 como indicador de la
variable y.
Mas facil que decirlo es hacerlo:

X y S S X y Sy S

1|1 [ 1]0 6 x 1] 0] 1]-1 2 x
0 0| 1 4 s | =0 1[0 1 4 y
0] o0 |-3]0] f18 0] o0|-3]0] 718

Esto nos dice que

| / también alcanza su maximo parax=2e y =4 |
(Como ejercicio, repita este procedimiento pero eligiendo en la tabla inicial el
pivote a,,).

-2x, +x, <1
X, <2
2x,-x,+x, <3

x,20,x,20,x,20

5. Hallar el maximo de z =x, +2x, en laregion R:

Solucién:
Planteamos la tabla inicial y pivoteamos:

X | X | x3 | s | sy | o83 X | X | x5 | 8| S| 83

-2 011010 1 Sy 211701117070 1 X
OO0 10| 110 2 s | =~]10]0] 170|110 2 S5
2 0-11 117001 3 S3 0|01 1 10| 1 4 S3
1 0|0 0|0 z 5(0]0(-2]01|0]z-2

Observemos que, a pesar de no ser tabla final, no podemos elegir pivote en la
columna donde hay un indicador positivo, ya que en esa columna no hay
coeficientes positivos. Esto nos dice que

| la regién no es acotada y z no alcanza méximo en la misma. |

6. Un taller hace remeras de tres tamafios: P, My G.

La cantidad de remeras P debe ser por lo menos el triple de la cantidad de remeras G.
Ademas la cantidad de remeras P debe ser al menos la cantidad de M y G juntas.

Si el taller puede fabricar a lo sumo 600 remeras y la ganancia es $2 por cada P,

$3 por cada M y $4 por cada G, hallar cuantas remeras de cada tamario debe

fabricar para maximizar la ganancia.

Solucion:

Llamamos x a la cantidad de remeras de tamafio P, y alas de tamafioMy zalas
de tamafio G.

Claramente deben ser x >0, y>0, z>0 -ademas de ser nimeros naturales.
También se debe verificar: x >3z, x > y+z, y x+y+z <600 -entre todas son alo
sumo 600.

La funcién ganancia es G= 2x + 3y + 4z. Luego, el problema es:

MAXIMIZAR
G=2x+3y+4z



Sujeta a

-X+32<0
R -X+y+z<0
X+Yy+z< 600
x>0y>02z>0
i_a tabla inicial es:
X Y|z |s1|S2|ss
-1/0/3|1 000 |s
110100 s/
1 |1/1/0 |0 |1 |600]ss
2 |3/4/0 0|0 G
Pivoteamos:
X Y |Z]|S1|S2 |S3 X |y |23 %2 |S3
2 /-30/1 300 |ss [I]|-2/0L2 200 |s&
-1/1 /1/0|1 0|0 |z|~/-1/1 |10 1 |0/0 |z
2 0 0/0|-1|1|600 sz |2 0/0 -1 |1 600 s;
6 -1 00 |-4|0 |f 6 -1/0/0 -4 |0 |f
Xy |z|s1 |2 |s3 X'y |z|s1 |S2 |S3
1 -2/o/2 -2/0 0 |x 1/-2/0|5 |-2/0 0 |x
o -1/2/2 200 |z|~0-3/1/F [-3/0/0 |z
03 |0/-12 |1 600/ss O [0-1]2 |1 200 s
08 |0-3/5 |0|G 0/8 |[0-3|5 0 |G
Xy Z|S1 Sp S3 XlY|Z|$S1 S S3
1 -2/0/L2 -2 00 |x 1000 |-1/-1 300
0-+/1/2 -2 0l0 z/~001/% -2 1 100
ol o -2 |1/20 s3 |0/1/0 -5 |§ | |200
0/8 |[0-3|5 0 |G 000 -+ -1 -2 G-1600

donde obtenemos que [la ganancia maxima posible es de $1600 |, y

se consigue fabricando 300 remeras de tamario P, 200 de M y 100 de G|.




Ejemplo de un problema de minimo

Queremos ahora MINIMIZAR z = —2x — 3y — 4z (observar que z=-G del ejemplo anterior)

sujeto a las mismas condiciones que el ejemplo anterior

-X+3z2<0

—-X+y+z<0

X+Yy+z< 600
x>0y>02z>0
Buscar el minimo de zes buscar (a,b,c) € R tal que para todo (x,y,2) € R se verifique:

m = z(a,b,c) < z(x,y,2).
Pero esto equivale a buscar (a,b,c) € Rtal que para todo (x,y,2) € R se verifique:
-m=-z(a,b,c) > -z(x,y,2).

Si consideramos la funcién -z = -2x — 3y — 4z, el problema de hallar el minimo de zen R
equivale a hallar el maximo de (-z) en R, siendo

max(-z) = -M = m = minz
Luego,
z alcanza su valor minimo en (300, 200, 100), siendo este valor: — 1600.

Verificamos: z(300,200,100) = —2 x 300 — 3 x 200 — 4 x 100 = — 1600.
Este procedimiento lo podemos aplicar en general:

METODO:
El problema:

. AX<B
“calcular el MINIMO de una funcion z en una region R del tipo { X _O (B=>0)"
>

se puede resolver siguiendo los siguientes pasos:
1. Hallar el maximo M de -z, obteniendo —z(a,b,c) = M.

e

max(-z) = M

De aqui,

2. Deducimos que el minimo de zes m = —M, siendo z(a,b,c) = -M = m. Esto
es,

minz = —M.



Ejemplos

1 [0,6] > R z=-3X .
1. Si 2:[0.6] dadas por 2" entonces el minimo de zes -3
-z:[0,6] - R -z=1x

y el maximo de —zes 3.

2X1 — 3X2 + X3 < 10
5X1 + 5% + 4x3 < 32

X1 >0,X2>0,x3>0

2. MINIMIZAR z= X1 +X2—2XzsSujetaa R :

Solucion:

Para resolver, buscamos el maximo de — z = —x; — X2 + 2x3 Sujeta a R..
La tabla inicial es

X1 | X2 | X3|S1| S
2 |-3/1 /1|0 10|
515 |40 1 32 s
-1/-1/2 |0 |0 |-z
El Gnico pivote posible es ay; = 4. Pivoteamos:

X1 | X2 | X3 |S1|S2 X1 | X2 X3|S1| S

2 -3/11|0|10 s 340 1 #42 S
$ s Modsls 1078 %
-1/-1/2 /0 0 |-z </ 0 0 |+|-z-16

Tenemos suerte, la tabla es final pues no quedan indicadores positivos. La
solucion asociada al problema del maximo es: -z(0,0,8) = 16

Entonces, |la solucion del problema original de minimo es: z(0,0,8) = —16.

3. Convertir el siguiente programa en un programa de maximizacion y resolver:
X+y<4
Xx-y<1
Xx>0y=>0

MINIMIZAR z = -2X+Yy sujeta a



Solucién

X+y<4
Planteamos el problema de MAXIMIZAR -z = 2x-Yy Sujeta a x—-y<l1
x>0y>0

y lo resolvemos, .(no debemos olvidar que, aunque el problema planteado sea de
minimizar, para aplicar el método simplex primero debemos convertirlo en un problema
apropidado de maximizacion, y por ultimo, debemos buscar la respuesta del problema
original).

Como es de dos variables, podemos elegir hacerlo graficamente o por método simplex.
Eligimos la segunda opcion, planteamos la tabla inicial y pivoteamos.

X1 | X2 |S1| S X1 | X2 |S1| S

1|1 |10 |4 | 0/2 |1/0 |3 S1
~1/0 1|1 |s| |1 ]-1/01 |1 X1
21-10 10 |-z 0O/1 |0 |-2|-z-2
X1 | X2 | S1| S X1| X2 | S1 S
0 % 0 % S1 N 01 % 0 % X2
1 -1]0 1 X1 0| 3 > X1
01 0 -2/-z-2 00 -1 2/-z-1

Entonces: —z alcanza su maximo en x; = % Yy Xo = % siendo -z = %
La respuesta a nuestro problema es:

zalcanza suminimoenx; = 2 yx, = £, siendo z= —3|.

/
/ //En este vértice, -z alcanza su maximo
z alcanza su minimo.

-2=0 /




Problema dual.
Ejercicio
1. Un comerciante fabrica colchas Super y Estandar, con cuero y gamuza.
Cada colcha Super lleva 4 rollos de cuero y 3 de gamuza, y cada colcha Estandar
lleva 2 rollos de cuero y 1 de gamuza.
El comerciante tiene un stock de 16 rollos de cuero y 9 de gamuza, y piensa

vender cada colcha Super a $42 y cada colcha Estandar a $18.
¢, Cuantas colchas de cada tipo debe fabricar para maximizar los ingresos?

2. El mismo comerciante se canso de fabricar colchas y le quiere vender todos
los rollos de cuero y gamuza a un comprador. Pretende hacer su venta de
manera que con el material que hubiera usado en cada colcha obtenga al menos
lo mismo que si las hubiera fabricado.

Se quiere saber cual es el precio que debe fijar por rollo para que el comprador
pague lo menos posible y que él pueda satisfacer sus pretenciones.

Solucién

1. Llamemos x; a la cantidad de colchas Super que debe fabricar, y x; a la
cantidad de colchas Estandar. Las restricciones de stock son: para el cuero,
4x1 + 22 < 16, y para la gamuza, 3x1 + X2 < 9.

La funcion ganancia es f = 42x; + 18 x,. El problema entonces es:

X1 + 2%z < 16 (restriccion de stock por el cuero)
X1 +%X2 <9 (restriccion de stock por la gamuza)
X1 >0 .

X2 >0

MAXIMIZAR f = 42x; + 18x, sujeta a

La tabla inicial es:

X1 | X2 | S1]1 S
4 12 1|0 /16| s
311019 |s/
421180 |0 |f

Elegimos como pivote az = 3y pivoteamos:

X1 | X2 |S1| S X1 | X2 ] S1|S2

412 1016 /s |0 212 |4 s1
1013 [1]10|1 |3 X1
421180 |0 |f 0|4 0 -14 f-126

Como queda un indicador positivo, debemos seguir pivoteando. Ahora el pivote

es ap = %



X1 X2 |81 |82 X1|X2|S1 | S

0 312 |6 x| |0 2206 X2
1lo2 |3 |x 2011

0 4 |0 | -14|f-126 0 6 6| f-150

Entonces, para maximizar la funcién ganancia debe fabricar 1 colcha Super y 6 Estandar.

La ganancia maxima sera de $150.

2. Las incognitas ahora son a cuanto debe vender cada rollo de cueroy a
cuanto cada rollo de gamuza.
Sean y; ey, los precios de cada tipo de rollo.
La funcion a minimizar es cuanto va a gastar el comprador: g = 16y1 + 9y».
Veamos las restricciones. El ex fabricante de colchas usaba 4 rollos de cueroy 3
de gamuza para fabricar una colcha Suaper, por la cual obtenia $42. Entonces
ahora tenemos la restriccion: 4y; + 3y, > 42. Para las Estandar usaba2y 1y
obtenia $18. Entonces, debemos agregar la restriccion: 2y; +y, > 18.
El problema ahora es:

4dy; + 3y, > 42  (pretencion por lo que ganaba con las "Suy
> 18 retencion por lo que ganaba con las "Estal
MINIMIZAR g = 16ys + 9y, sujetaa < Y1 Y2= (P porfoqued
y1 >0
y2 >0

Dejamos como ejercicio verificar -por método grafico- que el minimo se alcanza
eny; = 6, y» = 6, siendo g(6,6) = 150.
Observemos que el

maxf = ming.

Este hecho no es casual, ya que ambos problemas estan estrechamente
relacionados. Veremos como es el esquema general que los incluye.

Problemas duales
Escribamos matricialmente los problemas anteriores. (Las desigualdades entre vectores

se interpretan coeficiente a coeficiente.)

El problema 1 es:

16
9

4 2
31

X1

X1 X2

MAXIMIZAR f = (42, 18)(
X2

El problema 2 es:

/ <
> sujetaa <

(

0
0

X1

X2

)-(0)



w}maj(:i><z:>><z‘z>,
()0

Estos problemas son problemas duales: observemos primero cémo se puede construir uno
a partir del otro.

Los tipos de colchas y los materiales con que estan construidas "han invertido roles™.

En el primero, las restricciones son de stock (materiales), y las variables representan
colchas.

En el segundo, las restricciones hacen referencia a los precios de las colchas, y las
variables representan los precios de los materiales.

El teorema que viene a continuacion muestra como son en general los problemas duales.
Mas aun, muestra la relacion entre las soluciones de ambos.

MINIMIZAR g = (16,9)<
Y2

Teorema de Dualidad
SiAe R™M X =(X1,...,%Xn), Y= (Y1,-..,Ym), b = (b1,...,bm) , ¢ = (C1,...,Cn) lOS
problemas
: AXt < bt
MAXIMIZAR f=cX! sujetoa R=
X>0

: At > ¢t
MINIMIZAR g = bY' sujetoa R* =
Y>0

se llaman problemas duales y se verifica que

Xo es solucion éptima de f si y sélo si Yo es solucion 6ptima de ¢

siendo:
f(Xo) = 9(Yo)

Notar que las regiones de factibilidad de ambos problemas no coinciden.
En general, suele llamarse R a la region del problema original -que puede ser tanto el de
maximo como el de minimo- y R* a la region del problema dual; asi mismo, sif es la
funcion del problema original, la del problema dual suele notarse f*.

Ejemplos
1. Hallar, por el método simplex, el MINIMO de g = 3y + 2y, sujeta a

Sy1+Y2 =2 10
2y1+2y> > 12
y1+4y, > 12
y1>20,y.>0

R:



Solucioén:
Usando la notacién matricial, podemos poner:

~
51 10
Y1
Y1 2 2 ( >> 12
= 3 2 yR=
? ( >< y2 ) 9 14 vz 12
Y>0
.
El problema dual es:
X1
MAXIMIZAR f= (110 12 12 )| %
X3

X1
. 521 3
sujetoa R* = X2 < ,
124 2
X3

0, equivalentemente, es:

BX1 + 2X2 + X3 < 3
MAXIMIZAR f = 10x; + 12X + 12x3 en la region R* = X1+ 2X2 +4X3 < 2

X1>0,%X2>0,x3>0

Resolvemos | este Ultimo | problema.

X1 | X2 | X3 | S1|S2 X1 | X2 | X3 |S1|S2

512 1|1 3 s [@M|2 L tlo 2y

1 2 4 012 (12401 2|s

10/12/12/0 |0 f 10121120 f
X1 | X2 | X3 | 1 S X1 X2 | X3 | $1 So
W2/ /L 02 x (12320 |x
0 2 2/111]L || 0B 451 s
0 8 10| -20 f-6 8 102 |0 f-6




X1 | X2 | X3 S1 S
3 1 1 1
Ol -2 % |"2|7 |%x
19 1 5 7
8 |8 |8 |8 | %
0 | -19 -1 |-5 f-13

24

de la dltima fila se extrae la solucion del problema dual

Las variables del problema (del minimo) se encuentran en las columnas de

las holguras del problema del maximo, pero cambiadas de signo.

Luego, la solucion del dual es | g(1,5) = 13|.

La solucién del problema del maximo es: f(+,Z,0) = 13.

Ejercicios varios
1. Resolver el problema de hallar el MINIMO de f = 10x; + 4x» + 6x3 sujeto a
X1+ X2+ X3 >3
R= X1+%X2+%X3Z2
X1>0,%x2>0,x3>0

(Observar que el sistema es de tipo >.)
Solucioén:
Planteamos el problema dual: MAXIMIZAR f* = 3y1 + 2y, sujeto a

y1+Yy2 <10
yi+3Yy2 <4
yi+5Y2<6

y1>0,y2>0

R* =

Se podrian renombrar las variables -si queremos que las del problema del
maximo sean "x;"- 0, si no nos confunde, las variables de ambos problemas
podrian ser "x;". De todos modos, debemos responder apelando a los nombres
originales.

Armamos la tabla inicial mirando el planteo del problema del méximo:

X1 | X2|S1|S2|Ss

1 /1/1/0(0|10 s
1]+ 1010 S|~
1 +ofo 1 Sa
3 |2/0]0|0 f




X1|X2|S1|S2 | S3 X1 | X2 |S1|S2 |S3
021 -1/0 ss) |0 |[1] 4/ 4]0 8 X2
1/+/0/1 0 Xt|~/1 |+ |01 0 X1
0|+ 0]-1/1 S 0+ |0|-1]1]2 Ss
0|2/0|-30|f-12 0= |0|-3|0 f-12
X1 X2 S1 |S2 |Ss
0|1 % |-3|0 X2
10 -1/4 o X1 |,
00 -5 |-%]|1 S
00 |-2|-40 |f-22
Luego,
minf=22=f(2,%,0)
-chequear en la expresion de f. Observar que también: |f*(2,8)=22.

2. Hallar la solucién del problema dual de
/

"MAXIMIZAR f = X+, sujeta a <

., g
Solucion:

X+y<1
—X+2y<3
2X-y<3
Xx-y<1
x>0
y>0

Primero planteamos la tabla inicial, y elegimos pivote:

X1 | X2 |S1|S2|S3| Sa
111 1/0/0 015
112 (010 03 |s
2 |-1/0 /0 1|0 3 |ss
b -1/0/0 011 s
1 /10 0/0 0 f




X1| X2 |S1|S2|S3|S4 X1 |X2|S1|S2|S3 | Sa

0o 0/1/olo/1 ]2 |ss/ 0 0o|1/0lo |1 2 |s

0O0/1 0|1/01|1 |4 S 0O/0|/0|1/|-1/3 |3 S

o/@loloj1l=21 |ss| l0]1]0]0 201 %

1/-1/0/0]0o/1 /1 |x |1/0/0]0O 112 |x

02 ]ofolo|-1]f-1 0 0/0/0|-=2/3 -3
X1 |X2|S1|S2|S3 | S
olof1]olo |1 2 |w
oo ot 21 s
ol1/olol1 [-1]1 x|
1000 212 |x
olojojo |23 -3

Observemos que el coeficiente cg = 3 es positivo, por lo tanto, debemos
seqguir:

X1|X2|S1S2 |S3 |4
001 _Tl % 01 s
01010 % _?1 111 S2
010 % % 0 3 X2
1070 % % 03 X1
0|0 0 -1/ -1/0 f-6
Ahora si, es tabla final. La solucion de MINIMIZAR
/—yl—yz+2y3+y421
Yi+2y2-ys-ya=1
*(y1,Y2,Y2,Ya) = Y1 + 3y2 + 3ys + V4 Sujetaa R* = < zzig os
ys >0
ys>0

£(0,1,1,0) = 6|

3. Una sefiora quiere elaborar un programa mensual de actividades que
incluya clases de idiomas: inglés y portugués, y artisticas: dibujo y musica. El
costo de las mismas es de $11, $10, $9 y $8 respectivamente. Quiere emplear en
total por lo menos 40 horas al mes y planea dedicar a las clases de idiomas por



lo menos el mismo tiempo que les dedicara a las artisticas. Ademas, cada mes le
gustaria dedicar a las clases de inglés por lo menos 4 horas mas que a las de
portugés. Determinar cuantas horas mensuales debera dedicar a cada actividad
para gastar lo menos posible.

Solucion:
Sil, P, Dy M son respectivamente las horas que le va a dedicar a cada actividad,
el problema es| MINIMIZAR la funcién costo, C = 111 + 10P + 9D + 8M.| Las
restricciones son:

I+P+D+M > 40

I+P-D-M>0

I-P >4
I>0,P>0,D>0,M >0,

( X+y+z<11
X+y-z<10
El problema dual es MAXIMIZAR C* = 40x + 4z sujeta a < X—y <9
X-y <8
L Xx>0,y>0,z>0

La tabla inicial es:

X |y S1(S2|S3| S1
11 1000 11 s
111 /-1/0 1|00 10|
1/-1/0 |0]/0|1/0|9 |ss/
1/-1/0 0|0|0 |1 8 |s
400 4 |0 0|00 |C

eligiendo los indicadores de izquierda a derecha, en tres pasos obtenemos
la tabla final:

X\V|IZ|S1 S S3 | S

oof1/L [-1/oj0 & z
o/1[o[3 [3 0|43 v
0000 |O |1 |-1 1 S3
10/0/+ [ (0|1 | x
0/0|0|-12/-8 [0 |-20|C*-372




Leemos la respuesta de la tabla: max(C*) = 372en (x,y,2) = (3L, 2,3)y
min(C) = 372 en (I,P,D.M) = (12,8,0,20).

Entonces, para que el costo sea minimo la mujer debe tomar

12 horas de clases de inglés, 8 de portugués, ninguna de dibujo y 20 de musica |.

Su costo sera de $ 372.

4. En un gimasio hay una promocion con tres bandas horarias diferenciadas:
M, Ty N. El costo de cada banda es, respectivamente, $1, $2 y $3. Para acceder
a la promocion se deben cumplir los siguientes requisitos: el uso total mensual
debe ser de al menos 12 horas, el uso de las bandas T y N juntas debe ser de al
menos 3 horas mas que el de la M, y el uso de las bandas M y N juntas debe ser
de al menos 4 horas. ¢ Cuantas horas semanales conviene utilizar cada banda
para minimizar el costo? ¢ Cual es ese costo?

Respuesta:

siva 5 horas a la banda M, 8 ala T y ninguna a la N obtiene el costo minimo, que es de $21

5. Jorge es armador de CPU, para lo cual adquiere carcazas de dos
proveedores distintos, Juan y Pedro. Jorge tiene un taller en Capital y otro en
Provincia, y necesita armar al menos 700 CPU en Capital y 400 en Provincia. Las
carcazas de Juan, incluyendo flete, le cuestan $30 entregadas en Capital y $32
en Provincia, pero debe al menos comprarle 400. Las carcazas de Pedro,
incluyendo flete, le cuestan $34 entregadas en Capital y $28 en Provincia, pero
debe al menos comprarle 600. ¢ Cuantas carcazas debe comprarle el armador a
cada proveedor para minimizar el costo total? Observar que, a pesar de que se
esta preguntando por dos numeros (cuanto debe comprarle a cada proveedor),
para poder resolver conviene introducir cuatro variables: cuanto debe comprarle a
cada proveedor, dependiendo del taller donde las recibe.

Respuesta: | a Juan le debe comprar 500 y a Pedro 600 |. Debe recibir todas las
de Juan en Capital y las de Pedro 200 en Capital y 400 en Provincia.




