PRACTICA 5
Inecuaciones en Ry en R?,

Inecuaciones en R.

Sean a, by c son nimeros reales. Recordemos que en R hay una relacion de orden <
que verifica:

1. Sia<bentoncesa+c<b+c.
2. Sia < bentonces

a. sic > 0entonces ac < b,

b

. Sic < 0entonces ac > bc.
Regla de los signos

ssa>0yb>0entoncesab >0
sa>0yb<Oentoncesab <0
ssa<0yb>0entoncesab <0
sa<0yb< 0entonces ab > 0.

Por 2., tenemos que

(Si los signos son iguales, el producto es positivo, si los signos son distintos, el producto es
negativo, ya que

si b es positivo, al muiltiplicar la primera desigualdad, esta se mantien, si b es negativo, se
invierte)

Observar que el resultado es positivo si ambos factores tienen el mismo signo, y negativo si
no lo tienen.

Ejercicios
Representar en la recta real los x tales que
1. x+2<2x-1.
2. X+2<-2X+4.
3. X-5<x+1<3x+4.
4. x(x+1) <0.
Para poder graficar en cada caso, primero resolvemos las inecuaciones.
Soluciones

1. Six+2 < 2x—1entonces 3 < x. Marcamos en la recta todos los puntos que
estan a la derecha de 3:
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2. Ahora: —x+ 2 < -2x+ 4. Entonces 2x— x < 4 — 2, esto es: x < 2. Graficamos:
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3. En este caso, en el que hay dos desigualdades, resolvemos primero una,
luego la otra y finalmente vemos cuales son los nimeros x que cumplen ambas
condiciones.

Como 3x—5 < x+ 1, entonces 2x < 6. Multiplicamos por % ambos miembros, y
como % > 0, la desigualdad no se altera . (Decimos que "pasamos el 2
dividiendo".) Entonces, x < 3.

Resolvemos ahora x+ 1 < 3x+ 4. Tenemos que —-3x+ X < 4—1, esto es: -2x < 3.
Ahora "pasa diviendo" -2, y, como es negativo, cambia el sentido de la
desiguladad. Tenemos entonces que X > —%.

Graficamos ahora ambas desigualdades. Los puntos que son solucién seran los
gue se marquen dos veces, pues cumplen las dos condiciones.

< & = A
Y i >
32= 0 {

4. Siun producto debe ser negativo, entonces, los signos de los factores
deben ser distintos. Luego:

a. x<0y(x+1)>00

b. x>0y (Xx+1)<0.

Esto es lo mismo que
1. a. x<0yx>-16
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b. x>0 yx<-L

No hay puntos que estén simultdneamente
alaizquierda de -1 y a la derecha de 0.
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Este caso no aporta soluciones.

Los puntos que sirven provienen de a. y de b. Como b. no aporta
soluciones, | la solucién es el intervalo (-1;0) |.

Observemos que la solucién de una inecuacién es una semirrecta, y la solucién de dos
inecuaciones simultdneas puede ser vacia, un intervalo o la union de dos intervalos.
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Inecuaciones en R2. Semiplanos.
Dibujar en el plano todos los pares (x,y) tales que

1. x> 3.

La condicion afecta sélo a la primera coordenada, la segunda puede ser

cualquiera. Graficamente:
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2. X> 3.

Es igual al anterior, excepto que ahora debemos excluir la recta x = 3.
Graficamente, en lugar de dibujarla a trazo lleno, la punteamos:
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Observemos que el subconjunto del plano de los (x,y) que verifican x < 3 es el

otro semiplano:
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4, y=2x+1.
La solucién es una recta.

y=2x+1
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5. y<2x+1
Sabemos que la recta y = 2x + 1 esta contenida en la region, debemos ver cuéles
puntos son los que se agregan. Para esto, nos ayudamos trazando una recta
vertical:

I? y>2x+1

A

Dado P=(x,y),
si y>2x+1, P no esta en la regién, y
si y=2x+1 6 y<2x+1, P esté en la region.

6. 2x-y<2
Marquemos primero la recta 2x—y = 2 -con trazo lleno, pues nuestra desigualdad
no es estricta.
El plano nos queda dividido en dos semiplanos: para ver cual de los dos es el que
verifica la desigualdad, basta con probar con un punto de alguno de ellos. Si este
punto la verifica, entonces el semiplano que lo contiene es el buscado, mientras
gue si no la verifica, el semiplano buscado es el otro.

2x-y=2




Sistemas de inecuaciones lineales. Region de factibilidad y puntos esquina.
Asi como marcamos en una recta el conjunto solucion de un sistema de inecuaciones,
marcaremos ahora en el plano el conjunto solucion de un sistema de inecuaciones de dos

variables.
Simplemente debemos ir marcando prolijamente el conjunto solucién de cada

inecuacion y luego ver cudl es la region del plano que se ha marcado siempre: los puntos
de esta zona son exactamente los que verifican todas las inecuaciones.

Ejercicios
Encontrar el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas:

X—y< =2
X3y <4 2X+3y<4 ) . g
X+ 3y < X+Yy >
o 2.{ 2x-y<4 3. y>7
X — X+
Y= x>0 Y=
y>0
X+y=>0 X+y=>0
4, x>-1 5. y<1
X—y<2 X—y<2
Soluciones
En todos los casos, dada una inecuacion, pensaremos primero en la recta definida por
la igualdad.

1. Primero marcamos Ly : 2x+3y = 4:

A

De los dos semiplanos determinados por L1, elegimos el que se corresponde con
2x + 3y < 4: observemos que el punto (0,0) verifica 2 x 0+ 3 x 0 = 0 < 4. Elegimos

entonces el semiplano que contiene el origen. Lo marcamos sombreando de la
siguiente manera:

v



(Este es el
semiplano
elegido.)

Y

<
<

\

(Rayamos solo lo suficiente para entender de qué semiplano se trata, el
sombreado completo lo hacemos recién al finalizar.)
Ahora dibujamos L, : 2x—y = 4y marcamos el semiplano dado por 2x—y < 4.
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La solucion es la parte del plano "sefalada” las dos veces. (Se entiende el por
qué de las lineas cortas: si no fueran asi, a medida que hay mas semiplanos
marcados, van quedando tantas lineas superpuestas que es muy dificil visualizar
la solucion.)

La region buscada es:

La regién solucién es
NO ACOTADA.

Esto significa
que por lo menos
una de las variables

es no acotada,
(en este caso, ambas.)

A\

El punto donde se intersecan L1 y L, se llama punto esquina de la region.
Entonces, (2,0) es punto esquina.

2. Observemos que las dos primeras desigualdades son las mismas que en el



caso anterior, pero ahora agregamos la condicién x > 0.

A

Ahora nuestra regién

s es ACOTADA.

\

by

Cuando la region es acotada, diremos que se trata de un poligono. En este caso,
los puntos esquina son los vértices del poligono. En este caso, el poligono es un
triangulo y sus vértices son los puntos (2,0), (0,-4) y (0,4/3).

3. Como antes, marcamos primero las rectas L1, Lo, L3 y L4 dadas por las
igualdades. Al marcar cada una, indicamos cual es el semiplano dado por la
correspondiente desigualdad.

/" La restriccién x>0 no agrega
condicién, pues los puntos
l".', que verifican las otras tres
N "",,clondiciones ya la cumplen.

I
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Remarcamos la solucion:

La regién es
NO ACOTADA.

L L

Los puntos donde se intersecan por lo menos dos de las rectas que definen la
region estan marcados en el dltimo dibujo. Sin embargo, no todos estan en la
zona que es solucion. Aprovechamos el ejercicio para dar las siguientes
definiciones:



a. Los puntos que cumplen con todas las restricciones se llaman puntos
de factibilidad.

b. EIl conjunto de puntos de factibilidad se llama region de factibilidad. En
este caso, es la regiébn sombreada.

c. Un punto esquina es un punto que esta en la region de factibilidad y en
por lo menos dos de las rectas que limitan la region. En el gréafico, los
hemos indicado como E; y E>. Observemos que si definimos puntos
esquina como los puntos de interseccion de por lo menos dos de las
rectas que limitan la region, en este caso habria 6 puntos esquina; sin
embargo, soélo dos de ellos son puntos de factibilidad.

4. Procediendo como antes, obtenemos:
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La regién es NO ACOTADA.
Hay dos puntos esquina:
(11 y@-1).

5. Ahora:

La regi6n es un poligono.
Los puntos esquina son
¥ los vértices del triangulo.

Aplicacion
La Compaiia Andina fabrica dos modelos de camperas con tela avion (TA) y cuero (C).
Tanto TA como C vienen en piezas de ancho fijo y se dispone de 378 m de TAy 150 m de

C.

Para confeccionar una campera "Escalador” se necesitan 2 m de TAy 0.7 m de cuero.
Para confeccionar una campera "Caminante" se necesitan 4 m de TA 'y 1.20 de cuero.
Representar la region de factibilidad y determinar los puntos esquina.

Solucion
Pretendemos averiguar cuantas camperas de cada tipo podemos fabricar con el stock



dado, pudiendo no usarse todo. Llamemos:
x a la cantidad de camperas "Escalador" que vamos a fabricar,
y a la cantidad de camperas "Caminante".
La restriccion de TA es 2x+ 4y < 378, la de C es 0. 7x + 1.20y < 150.
Planteamos entonces el sistema:

2x+ 4y < 378
0.7x+ 1.20y < 150 .
x>0, y>0
Las restricciones de positividad se deben a que las variables representan cantidades. En

realidad, estas variables representan numeros enteros, pues se refieren a cantidad de
camperas. Graficamente:

A La condicién del cuero
no agrega restricciones
a la que da la tela avion.

125 Los vértices del triangulo
T son: (0,0), (0,94.5) y (189,0).

94.5

214,29

l 189

Del triangulo, nos quedamos sélo con

los puntos que tienen coordenadas enteras.

Los puntos factibles son los pares de nimeros enteros que estan en el interior de T.

Programacion lineal en el plano: maximos y minimos
Funcion lineal y curvas de nivel

Problema

Una compaifiia fabrica los productos Ay B. El producto A se vende a $12 por unidad y el
B a $8.
Expresar el monto de entradas diarias en funcion de las ventas de cada producto. ¢ Cuanto
se vende de cada uno si se obtiene una entrada de $100?

Solucién

Llamemos x a la cantidad de unidades de A vendidas diariamente, e y a la cantidad de
unidades vendidas de B.
Entonces, el monto de entradas diarias es



z = 12x+ 8y.
En general, una funcion lineal de dos variables es una funcion
Z=ax+hy
donde ay b son nimeros reales.
Si se venden $100, entonces 100 = 12x + 8y. En el plano, esto representa una recta.
Como x e y representan unidades de productos, sus valores posibles son 0,1,2... .

Observemos que los valores posibles de xson 0,1,...,8 (ya que 12 x 9 = 108 > 100).
Para cada valor posible de x, nos fijamos siy = 112 es entero:

1. x=0entoncesy = 18120 — 2

2. x=1entoncesy = 1812l — 1]

3. x=2entoncesy = 10122 - B

X = 3entoncesy = 10723 — 8

X =4 entoncesy = 10124 — 13

x =5entoncesy = 10425 — 5

X =6 entoncesy = 10128

© N o g &
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X =7 entoncesy = 01T — 2

9. x=8 entoncesy = 10728 — 1

Graficamente:
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1. Larecta 12x + 8y = 100 es una curva de nivel de la funcion lineal z. La
notaremos zigo.

Si nos hubieran pedido los puntos (x,y) donde z = 200 habriamos dibujado la
curva de nivel zxp.

En general, dada una funcion lineal z = ax + by, los puntos (x,y) tales que ax+ by = ¢
estan en la curva de nivel c de z



Ejercicio

Para la funcion lineal z = 3x — 2y dibujar las curvas de nivel z= 10, z= 4, z= 6.
Solucion

Debemos graficar las rectas 10 = 3x— 2y, 4 = 3x—-2y y —6 = 3x—2y.

/ Curvas de nivel
de la funcién lineal

Zs 2=3x-2y.

10

Observemos que las curvas de nivel de una funcion lineal de dos variables son rectas
paralelas.

Por ejemplo en este caso tenemos que si z = 3x— 2y, entonces y = % — < todas tienen
pendiente 2.

La ordenada al origen depende justamente de cual es la curva de nivel de z que
estamos trazando..

Asignandole distintos valores a z, observemos el siguiente comportamiento de las
curvas de nivel:

z crece

z decrece \y

— ,

w

N

En general, marcando dos curvas de nivel podemos deducir “para qué lado ~ zcrece y
“para qué lado ~ zdecrece .



Maximos y minimos
Queremos hallar los valores méaximos y minimos de funciones lineales cuando las
variables estan restringidas por ecuaciones e inecuaciones lineales. Para hacerlo seran
utiles las curvas de nivel de la funcion.

Ejercicios
1. Encontrar el maximo de la funcion z= x+ycuando0<x<1,0<y < 1

2. Encontrar el maximo de la funcion z = x + y cuando (x,y) esta restringido al
triangulo de vértices (0,0), (0,1), (1,0).
Soluciones

1. Laregion es el cuadrado unidad. Lo dibujamos, y también las curvas de
nivel de z

Si trazo una curva de nivel z=c

A
con ¢>2, no va a tener ningun
nto en la zona de factibilidad.

<

Si trazo una curva 2, z crece
de nivel z=c con ¢<0, j
no va a tener ningtin z,

z decrece
punto en la zona F/

de factibilidad.

¢, Qué significa que haya una curva de nivel z = 1 que pase por la region? Que
hay por lo menos un (x,y) en la regién que verifica que la funcion z en ese punto
toma el valor 1.

Por el gréfico, nos damos cuenta de que el punto (1,0) esta en esa curva de
nivel. Verificamos: z(1,0) = 1+ 0 = 1. También el (0,1) : z(0,1) = 0+ 1 = 1. Mas
aun: cualquier (x,y) el segmento de extremos (1,0) y (0,1) verifica que x+y = 1.

Viendo cudles son las curvas de nivel que pasan por nuestra region,
observamos que el valor maximo que puede tomar z se alcanza en el vértice:
(1,1), siendo ese valor maximo igual a dos: z(1,1) =1+ 1 = 2.

A la funcion z a la cual le estamos calculando el valor maximo o minimo la
llamamos funcién objetivo.

2. Nuevamente, graficamos la region de factibilidad y las curvas de nivel de la
funcion objetivo.



Ahora el valor maximo de z es 1.
Este valor lo alcanza en los vértices
(0,1) y (1.0), y en todos los puntos
de la arista cuyos extremos son
estos vértices. (La curva de nivel z=1
se superpone con este lado del
triangulo):

A

Ejercicios

Calcular los valores maximos y minimos que toma la funcion objetivo z sobre la region R
en los siguientes casos:

(" 8x+16y < 32
1. z=x-3y , R: < -4x+8y<8
x>0 y>0

[ 5x+ 10y < 20
2. z=-X+y ,R: < X—4y < 4
X—y>-=-2

X-y<-3
X+y<5

3. z=-2x+Yy ,R:

Soluciones

1. Primero graficamos la region de factibilidad.

A -
Tres de sus vértices

La region de . intos d
factibilidad es SOI” ”:m? (;3005 460 o
acotada. caleular: (0,0), (4,0) y (0,1).

Este vértice es el punto (1,3/2).

Lg




Ahora agregamos las curvas de nivel de z. Para no confundirlas con las rectas ya
dibujadas, dibujamos las curvas de nivel con un trazo cortado.

Para saber qué curvas de nivel pasan por la region, podemos evaluar la funcion
objetivo en los vértices:

Vértice |z =x-3y
(0,0) 0
(4,0) 4
(1,3/2) | -7/2
0,1) -3
Como z(0,0) = 0, la curva de nivel zg pasa por (0,0).

Analogamente:

como z(4,0) = 4, la curva de nivel z, pasa por (4,0),

como z(1,3/2) = —1/2, la curva de nivel z 5, pasa por (1,3/2)
y como z(0,1) = -3, la curva de nivel z_3 pasa por (0,1).

Graficamos:
‘Las curvas de nivel A
astan dibujadas con Las curvas de nivel z=c
inea punteada.) con c<-3 no cortan la

region de factibilidad.

Y\z decrece
\yz crece

-~ Las curvas de nivel z=c
- con ¢>4 no cortan la
region de factibilidad.

Las curvas de nivel pueden pensarse como rectas que se va moviendo
conservando la misma direccion.

En un sentido, el valor de zaumenta, en el otro, disminuye.

Vemos en nuestro ejemplo que el valor maximo lo alcanzé en el vértice (4,0),
siendo z(4,0) = 4, y que el valor minimo lo alcanzé también en un vértice:
2(1,3/2) = -7/2.

Se puede demostrar que, en general, en el caso de una region acotada los
valores maximos y minimos siempre se alcanzan en un vértice, por lo cual, en
este caso, no es necesario el trazado de las curvas de nivel: basta con hacer una
tabla como la de mas arriba y elegir el valor maximo y el valor minimo que
aparezcan en la misma.

2. Dibujamos la region:



La regién es acotada.
Entonces, calculamos
los vértices y nos fijamos
cuanto vale la funcién

objetivo en cada uno
de ellos.

Calculamos analiticamente los vértices:

. 5x + 10y = 20
a. Vi: solucion de Oy .Es Vi1 =(4,0)
X—4y =4
L 5x + 10y = 20
b. V,: solucién de Oy .EsV,=1(0,2
X-y=-2
L, X—4y =4
c. Vs: solucion de y .Es V3 =(-4,-2)
X—y=-2
Hacemos la tabla:
Vértice | z=-Xx+Yy
(4,0) -4 : valor minimo
(0,2) 2 : valor maximo
(-4,-2) 2 : valor maximo

Esto
es:| el valor minimo se alcanza en el punto (4,0), siendo este valor z = —4|

El valor maximo se alcanza en dos vértices. Esto implica que se
alcanza en toda la arista de extremos V, y V3 (ver el ejemplo del inicio
de la clase donde la regién es un triangulo). Escribiremos

esto|:el maximo de la funcién es z = 2 en V, V3|

3. Graficamos R



--< Laregion
no es acotada.
Debe trabajarse
con las curvas
de nivel.

¢, Cudl es la curva que pasa por el punto esquina? Es z(1,4) = -2x1+4 = 2.
Graficamos entonces z; -esto es, la recta 2 = —2x +y. Luego vemos para qué lado
zaumenta y para qué lado z disminuye.

Esta curva de nivel
asa por el punto (5,0)
Es 2(5,0)=-10

L

La region esta rayada
horizontalmente con linea
punteada,

las curvas de nivel estan
2 marcadas con linea llena.

AN
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Concluimos que
el valor minimo se toma en el punto esquina (1,4), siendo z(1,4) = 2.

z no alcanza méximo pues las curvas de nivel z = ¢ cortan la region sic > 2.

Resumen

El problema de optimizar una funcion lineal (encontrar maximos y minimos) cuando las
variables estan restringidas por un sistema de condiciones lineales se llama programa
lineal.

Las restricciones pueden ser inecuaciones o ecuaciones lineales, y determinan la region
de factibilidad.

La funcion a ser optimizada se llama funcion objetivo.

Si la regioén es un poligono, el maximo y el minimo se alcanzan seguro en algun vértice.
En este caso, basta entonces calcular los vértices y evaluar z en los mismos. Si el maximo
se alcanza en dos vértices, entonces se alcanza en la arista que estos determinan. Lo
mismo para el minimo.

Si la regidn no es acotada, hay que trabajar con las curvas de nivel de z. Puede
presentarse cualquier situacion: que no exista ni maximo ni minimo, que exista sélo uno de
ambos, 0 que existan los dos.



Algunos ejercicios mas

1. Determinar una funcion lineal z = ax + By tal que el maximo de z sobre el
poligono sombreado se alcance en todo el segmento que une (2,3) y (4,1). ¢ Cual

es el valor maximo?

YA

2. Sea z = ax+ Byy D laregion de factibilidad determinada por
x+3y<1
—X+2y <4
x>-3
y>0

a. Graficar la region de factibilidad y encontrar los vértices.

b. Encontrar, si existen, un valor de o y un valor de g tales que el maximo
de z sobre la region de factibilidad se alcance en el vértice (1,0) y el

minimo en el vértice (-3,0).
3. Calcular, si existen, el maximo y el minimo de z = —-2x+y, sujeta a
y>x+1
x>0
4. El duefio de un lavadero compra semanalmente suavizante y jabdn liquido.
Cada semana usa por lo menos 10 litros de suavizante y 16 litros de jabon. Debe
comprar por lo menos 30 litros en total y puede almacenar a lo sumo 100 litros. El

litro de suavizante cuesta $2 y el litro de jabon $1,30. ¢ Cuantos litros de cada
producto debe comprar para minimizar su gasto?

Soluciones

1. Por ser la region un poligono, z alcanza su maximo y su minimo en los
vértices. En la siguiente tabla calculamos el valor que toma z en éstos:



Vértice | z= ax+ py
(0,0) 0

(1,0) a

(2,3) 20 + 3p
4,1) da +
(4,0) 4a

Para que se cumpla lo pedido, se debe verificar que z alcance el mismo valor en
los vértices (2,3) y (4,1).
Entonces, 2a + 3 = 4a + . Despejando, = a. Reescribimos la tabla anterior:

Vértice | z= ax+ py
(0,0) 0

(1,0) a

(2,3) 5a

4,1 5a

(4,0) 4o

Sia > 0, el maximo valor que alcance z sera 5a. Por ejemplo, podemos tomar
a =1,entonces (como B =a)f=1y| z=X+Y|

El maximo valor que alcanza zes 5.

2.

a. Graficamos la region, dejando como ejercicio el calculo de los vértices
(que aparecen en la tabla del inciso b):

yA

vy

b. Nuevamente, para hacer los célculos para ver dénde z alcanza su valor
maximo y su valor minimo, es conveniente hacer una tabla.



Vértice | z= ax+ py
(-3,0) | -3«
(-3,1/2) | -3a+ &
(-21) | -2a+p
L0 | B

00 |0

Nos piden hallar valores de a y  para que el méximo sea fy el minimo
sea —3a. Entonces, se deben verificar las siguientes desigualdades:

B =-3a —3a§—3a+§
ﬁ2—3a+% -3 <-2a+f
B>-20+p ’ -3a < p '

p=0 30 <0

Obervemos gue no nos piden todos los valores posibles sino algun a y
B que las verifiquen. Si, por ejemplo, B = 1 (ya que debe ser positivo)
obtenemos las condiciones:

1>-3a 0< 3
7 2 -3 —a<1
0>-20 Bx<1
1>0 ~3¢ <0

Cualquier a > 0 hace que se verifiguen todas las desigualdades.
Tomamos entonces |a = 1y = 1|. Podemos verificar que los valores
hallados cumplen con lo pedido:

Vértice |z=x+y

(-3,0) | —3: valor minimo
(-3,1/2) —3+% = —%
(-2,1) |-2+1=-1
(1,0 1: valor maximo
(0,0) 0

3. Graficamos la region y las curvas de nivel:



x=0

(eselejey)
z
[
>
(c cada vez x
/
. // o~ z=-2x+y
mas grande, // // z
s C
seguira cortando ,/ S (
/ ¢ (c cada vez mas chico, seguira

la region)
cortando la regién -prolongar

dibujo).

Por lo visto en el grafico, [zno alcanza ni maximo ni minimo|.

Observemos que hay una manera alternativa de probar esto, y es “caminando
por los bordes™.

si restringimos za larectay = x+ 1, (esto es, calculamos z(x,x + 1)), obtenemos
z=-2X+X+1=—-x+ 1. Como la variable x toma valores positivos tan grandes
como querramos (no est4 acotada), z= —x+ 1 toma valores tan chicos como
guerramos: no alcanza minimo.

Si ahora nos restringimos al eje y (ponemos entonces x = 0), z=y. Comoy
toma valores positivos tan grandes como querramos, ztampoco alcanza maximo.

4. Llamemos x a la cantidad de litros de suavizante que va a comprar, ey a la
cantidad de litros de jabon liquido.
La primera condicién que deben cumpliresx > 0ey > 0.
Como cada semana usa por lo menos 10 litros de suavizante y 16 litros de jabon,
se debe cumplir que x > 10 e y > 16.
Como debe comprar por lo menos 30 litros en total, x +y > 30.
Como puede almacenar a lo sumo 100 litros, x+y < 100.
La funcién costo es z = 2x + 1, 30y.
El problema a resolver es entonces:

x>10
y>16
minimizar z = 2x+ 1,30y, sujetaa < x+y> 30
X+y < 100
L x>0y>0

Resolvemos usando el método grafico:



Entonces,

YA
Vértice z=2x+1,30y
(14,16) 488
(84,16) 1888
I (10,90) 137
46—
N\{(20,90) (10,20 co8to minimo
(10,20)
30
>L (84,16)
(14,16)
1b sb\ 10\ i

debe comprar 10 litros de suavizante y 20 de jabdn liquido

cumplir con todos los requisitos, gastando lo minimo.

El costo sera de $46.

para



