PRACTICA 3

Espacios vectoriales

Vamos a dar ahora un sistema axiomatico que tiene como ejemplos, entre otros, a los
espacios R?, R®,..., R". La ventaja de dar un sistema axomatico es que los resultados
demostrados en los mismos valdran a la vez en todos los ejemplos, esto es, a partir de los
axiomas dados se demuestran teoremas, que seran validos cada vez que se verifiquen los
axiomas.

Definicion
Un espacio vectorial real es un conjunto V, a cuyos elementos llamaremos vectores,
provisto de dos operaciones:

1. la suma +: a cada par de elementos (v,w) de V les asigna el elemento v+ w
de V,

2. el producto . por escalares: a cada numero real A y cada elemento vde V les
asisgna el elemento 1.v de V. (En general pondremos Av en lugar de A.v -esto es,
no escribimos el puntito ".".)

Imaginemos por ejemplo que nuestro conjunto V es R?: sabemos sumarlos y
multiplicarlos por un escalar. En R? resulta claro que v+w = W+ V. Lo mismo si
pensaramos que vy w son vectores de R3, o de un R" cualquiera. Otras
propiedades basicas son comunes a estos espacios. Las que tomamos como
axiomas son las siguientes -se aconseja ir interpretando cada propiedad en
R?yen RE:

a. Sivi, V2 Yy V3 son vectores, entonces (Vi +Vz2) + V3 = V1 + (V2 + V3)
-asociativa.

b. Siviy vy son vectores, entonces vy + V2 = V2 + V3 -conmutativa.

c. Existe un elemento O -que llamaremos origen -que es neutro para la
suma: 0+ v = v+ 0, cualquiera sea el vector v. Esto es, hay un
elemento neutro para la suma.

d. Para cada vector v, existe otro vector, -que notaremos —Vv y llamaremos
el opuesto- que verifica: v+ (-v) = 0. Observacion: pondremos “v—V’ en
lugar de “v+ (—v)".

e. Para todo vector v se verifica: 1.v = v.

f. Si A es un numero real y vy w son vectores, entonces
AV+W) = AV + Aw.

g. Si Ay usonnumeros realesy ves un vector, entonces
(A + u)v=Av+ puv.

h. Si Ay uson nimeros reales y v es un vector, entonces (Au)v = A(uv).



Ejemplos:

1. Alinterpretar cada propiedad en R?, se ve que R? con la sumay el producto
por escalares que conocemos de la practica 1 es un espacio vectorial. En este
caso, los vectores son los puntos del plano. Es usual pensarlos también como

flechas:

A
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Si queremos representar la suma de vectores, podemos ver que es la misma que
vimos en la practica 1, y que el vector suma se obtiene como antes: aplicando la
regla del paralelogramo. La multiplicacion por escalares también coincide con lo
hecho en la practica 1. En particular, la suma de un vector v con su opuesto es el

vector nulo:

A

—xy)

En R? calculemos
a. 3(1,-1) = (3,-3),
b. 2(5,4) = (10,98,

c. 3(1,-1) +2(5,4 = (3,-3) + (10,8 = (13,95.

2. También R", con la suma de vectores y el producto por escalares que
hemos definido en la préactica 1, es un ejemplo de espacio vectorial. Por ejemplo,

en RS 2(1,2,4,0+-1) + (-2,1,0,5,) =

(0,5,8,5-1).
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Observacion

El espacio vectorial que definimos es real porque los escalares son nimeros reales.
Como son los unicos a los que haremos referencia, diremos simplemente “espacio
vectorial” en lugar de espacio “vectorial real”.

Combinaciones lineales

Sea V un espacio vectorial, y v1, Vo, ...,V; vectores.
Siw es un vector que se puede escribir como w = A1V1 + A2V2 +...+A,V,, decimos
entonces que w se puede escribir como combinacion lineal de los vectores vi,Vva, ..., V;.

Ejemplos
1. Enel plano:

a. (2,3 es una combinacion lineal del vector (4,6) ya que (2,3) = %(4,6).
Obviamente también es (4, 6) una combinacion lineal del vector (2,3) ya
que (4,6) = 2(2,3).

b. (2,3) es una combinacion lineal de los vectores (1,0) y (0,1) ya que
(2,3 = 2(1,0 + 3(0, 1.

c. (2,3 es una combinacion lineal de los vectores (1,0), (0,2) y (2,5 ya
que (2,3) = 2(1,0) + 3(0,1 + 0(2,5).

d. (2,3 no es una combinacion lineal del vector (1,0) ya que
(2,3) = A(1,0) no se verifica para ningun valor de A.

2. En el espacio:

a. Escribamos tres combinaciones lineales de los vectores (1,1,2 y
(2,2,0: por ejemplo 3(1,1,2 + 4(2,2,0, 3(1,1,2 - (2,2,0,
0(1,1,2 +0(2,2,0.

b. Veamos si el vector (0,0, 1) se puede escribir como combinacion lineal
de los vectores (1,1,2 vy (2,2,0, esto es, si hay escalares o y p tales
que (0,0, = a(1,1,2 + 5(2,2,0 = (a + 2B,a + 2, 2a).

La igualdad entre dos vectores significa igualdad de cada una de sus
coordenadas, esto es:

O=a+2p
O=a+20 .
1=2a

Resolviendo el sistema vemos que a = % yp= ‘Tl es solucion.
Podemos escribir entonces: (0,0, = +(1,1,2 - +(2,2,0.



Subespacios
Sabemos que R? es un espacio vectorial. Son ejemplos de subconjuntos en R?:
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Sin embargo, no cualquier subconjunto sera objeto de nuestro interés. Buscaremos
cuales son aquéllos en los que, si nos restringimos a trabajar ahi, podemos seguir
sumando y multiplicando por escalares, y que el resultado esté en el subconjunto con el
gue estamos trabajando . Pensemos por ejemplo que nos quedamos con el circulo:

la suma de dos vectores que estan dentro del circulo puede "caer afuera” del subconjunto
gue estamos considerando: en este caso, el circulo.

Claramente, si queremos poder seguir haciendo nuestras cuentas, y que tengan las
mismas propiedades que en cualquier espacio vectorial, debemos pedir que nuestro
subconjunto verifique que:

1. El elemento neutro de la + esta en el subconjunto. (O sea, el vector nulo
esta en el subespacio.)

2. Sidos vectores vy w estan en el subconjunto, su suma v + w también lo
esta.

3. Sives un vector del subconjunto, entonces para cualquier escalar A, Av esta
en el subconjunto.
Diremos que un subconjunto S < V que verifica las propiedades 1. 2y 3 es un
subespacio del espacio vectorial V.
Esto es, los subespacios son los conjuntos no vacios tales que cualquier combinacion
lineal de elementos del conjunto es también un elemento del conjunto.



Ejemplos
Subespacios de R?

1. Si S es un subespacio de R?, por |

a propiedad 1 de subespacios, el vector

nulo tiene que ser un elemento de S. Tomemos S = {0}. Las propiedades 2y 3
se verifican trivialmente pues 0+ 0 = 0y A0 = 0. Esto significa que {0} es un

subespacio.

2. Sabemos que el vector nulo debe

estar un todo subespacio. Veamos qué

pasa si hay algo mas. Supongamos entonces que v € S,y que v # 0. Por la

propiedad 3, si v esta en el subespacio,

entonces Av también debe estarlo.

Tomemos S = {X € R?/X = Av,1 € R}, esto es, Ses el conjunto de los multiplos
del vector v -para abreviar, S: Av 0 bien, S= {iv}. Para que efectivamente sea
un subespacio, debe cumplirse la propiedad 2. Pero si sumamos dos vectores
gue estan en la recta que pasa por el origen y tiene direccion v, el vector suma
también esta en esa misma recta: 11V + A2v = (11 + A2)v. Esto significa que {Av}

es un subespacio.

3. Si Ses un subespacio de R? que tiene un vector no nulo, también contiene
la recta que pasa por el origen de direccion v. Supongamos ahora que en S hay

otro vector w que no esta en esa recta.
en el subespacio, y por la propiedad 2,

Por la propiedad 3, uw también debe estar
AV + uw también esta en S. Veamos

geomeétricamente que asi podemos escribir cualquier vector del plano, de donde

el subespacio S es todo el espacio.

A
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Tenemos entonces que todos los subespacios posibles de R? son:

S =
S =

S =

{0}
{Avy
RZ

1)
2 .
3

Los subespacios (1) y )(3) -nulo y todo- se llaman triviales. Los Unicos subespacios no
triviales del plano son entonces las rectas que pasan por el origen.



Subespacios de R®

Haciendo una inspeccién parecida a la anterior se puede ver que los subespacios de R®
son: los triviales -el nulo y todo el espacio-, las rectas que pasan por el origen y los planos
que pasan por el origen. Esto es, todos los subespacios posibles de R? son:

S = {0} (1)

S =A4AX= v} 2

S = {X = Av+ uw},vy wno colineales. (3)
S=R? (4)

Subespacios de R"

Si bien no podemos graficar R", analiticamente se puede ver facilmente -usando las
propiedades que definen un subespacio- que todos los subespacios son:

S = {0} (1)
S={X=2vi+Av2+... 44V} (2)
S=R"\ 3

Definiciones

Sea V un espacio vectorial.

1. Si wes un vector que se puede escribir como w = A1vi + A2v2 +.. .44V,
decimos que w se puede escribir como combinacion lineal de los vectores
V1,V2,...,V,.

2. Si §=<{X=21v1+ A2v2 +...+4/V }, decimos que los vectores vi,Va, ...,V
generan S. También decimos que {v1,Vz,...,V;} €s un conjunto de generadores
de S.

Una notacion abreviada de este hecho es escribir: S = (vi,vz,...,v;). Esto
significa que S es el subespacio formado por todas las combinaciones lineales de
los vectores vi,vy, ... V.

Atencion con la notacion ! No confundir {vi,V2,... Vi } Y (V1,V2,...,V;): en el
primer caso nos estamos refiriendo al conjunto de r vectores v1,Va,...,V,, el
segundo caso es un conjunto infinito: son todas las combinaciones lineales de los
vectores vi,Vy, ... ,Vr; notemos ademas que {vi,Vo,...,V;} N0 €S un subespacio y
{V1,V2,...,V;) si lo es.

Ejemplos
1. EnR?

a. §={(0,1)). Siun vector (x,y) esté en el subespacio, debe ser
(x,y) = 11(0,2). Es decir, Ses el gje y.

b. §=((0,1),(0,3)). Si un vector (x,y) esta en el subespacio, debe ser
(x,y) = 11(0,2) + 22(0,3). Pero (0,3) = 3(0,1). Reemplazando,
obtenemos: (x,y) = 41(0,1) + 312(0,1) =(usando propiedades de las



operaciones de un espacio vectorial) (11 + 312)(0,1) = A(0,1)
-abreviando A = 11 + 31,-. Entonces, ahora también S es el eje y.

c. §=1{(1,2) es larecta que pasa por el origen y el punto (1, 2), ya que si
(x,y) esté en el subespacio, debe ser (x,y) = 11(1,2).

2. EnR®

a. §=1{(0,1,0). Si un vector (x,y,2) esta en el subespacio, debe ser
(X,¥,2) = 21(0,1,0. Es decir, Ses el eje y.

b. §=((1,0,0,(0,1,0). Si un vector (x,Y,2) estéa en el subespacio, debe
ser (x,¥,2) = 11(1,0,0 + 12(0,1,0 = (A1,42,0). En otros términos, la
condicién para estar en S es tener la tercera coordenada nula (las dos
primeras pueden tomar cualquier valor y no estan relacionadas entre
si). Entonces, un vector (X,Y,z) esta en el subespacio siy soélo si es
solucion del sistema {z = 0.

3. En general, hemos visto qué forma tienen los subespacios de R 0 son
triviales, o son de laforma § = {X = A1v1 + A2V2 +.. .44V, .
En todos los casos, se pueden pensar como soluciones de un sistema lineal
homogéneo (en lugar de escribir primero el sistema y buscar la solucion en forma
paramétrica, hacemos ahora al revés: primero damos la solucién en forma
paramétrica y luego escribimos el sistema).
Entonces, todo subespacio de R" se puede expresar como los (X1,X2,...,Xn) que
satisfacen el sistema

Ad11X1 + A12X2 +...+A1nXn = 0

Ao1X1 + ApoXo +...+aAonXn = 0

AmiX1 + ameX2 +...4+8mXn = 0

o dando su forma paramétrica |S = {X = A1V1 + A2V +... 44V, }|.

El subespacio S = {0} es la Unica solucion de un sistema determinado de nxn. (¢, Puede
decir Ud. de qué sistema es solucion el subespacio: S = R3?)

Ejemplos
1. En R, hallar generadores de los subespacios
a. S1:{X1—-%x2=0
b. Sz : {X1+X2+%x3=0
c. Sy { X1+X2—X3=0
X2+X3 =0
2. En R3, estudiar el conjunto de soluciones de {x; —x; = 1

Soluciones



1. En general, el procedimiento es el mismo que el que utilizabamos para
escribir las soluciones de los sistemas en forma paramétrica (practica 2).

a. Observemos que ya sabemos que, en el espacio, el conjunto de
soluciones del sistema {x1 — X2 = 0 es un plano. Para escribir la
ecuacion paramétrica del mismo despejamos x1 = Xp. Obtenemos que
X es un punto del plano si X = (X2,X2,X3) = X2(1,1,0 + x3(0,0, 1). Esto
nos dice que los puntos de S; son todas las combinaciones lineales de
los vectores (1,1,0 y (0,0,1. (De la ecuacion paramétrica, obtenemos

los generadores.) Entonces, |S1 = ((1,1,0,(0,0, D).

b. Ahora, x1 = —X2 — X3. X es un punto de S> si
X = (=X2 — X3,X2,X3) = X2(-1,1,0 + x3(-1,0, 1. Entonces,

82 = <(_1! 1!@!(_1!0’ D)

c. De la segunda ecuacion tenemos que X, = —x3. Reemplazando en la
primera, X; = 2X3. X €s un punto de S3 si X = (2X3,—X3,X3) = X3(2,-1,1).
Entonces, |S3 = ((2,-1,2D)).

2. Si escribimos las soluciones del sistema {x; — x2 = 1 en forma paramétrica,
obtenemos que X es solucion si (X1,X2,X3) = X2(1,1,0 + x3(0,0,1 + (1,0,0. Este
conjunto no es un subespacio (por ejemplo, no se verifica la condicion 1. de
subespacios: (0, 0,0 no verifica la ecuacion x; — x2 = 1). Podemos pensarlo como

un subespacio “trasladado™ |S1 + (1,0, 0)|.

Observemos que, en general, la solucion de un sistema lineal es un subespcio
so6lo en el caso en que el sistema sea homogéneo.

Mas ejemplos

1. Elconjunto {(3,2),(-1,1)} genera R?: debe averiguarse si todo vector del
plano se puede poner como combinacion lineal de los vectores (3,2),(-1,1) o no.
Consideremos entonces (x,y) en R?. Buscamos 1y u tales que (x,y) = 1 (3,2) +

u(=1,1). Pero esto equivale a
X=31—-pu
y=21+u '

Debemos entender que X e y son los "datos" y las incognitas del sistema son los
parametros 1y p.

Tenemos que resolver entonces este sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas.

Sumando ambas ecuaciones, tenemos que x+y = 54, luego: | === = A|.

Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones del sistema obtendremos u. Por
ejemplo, en la segunda: y = 2(=) + p. De aqui, ju = —2x+ 2y

Entonces, vemos que
0y = (F52) @2+ (-&x+ Ty) 1,0,




Por ejemplo: six = 2ey = 3, tenemos que (X,y) = (%) (3,2 +
-£2+323)(-1,1) = (3,2 + (-1,1). Para cada valor que le demos a (x,y), hemos
encontrado coémo escribirlo como combinacion lineal de (3,2) y (-1, 1).

El procedimiento para saber si un vector es combinacion lineal de otros dados en
general es equivalente a resolver un sistema lineal. Este puede ser compatible o
incompatible: en el primer caso, habremos encontrado como escribir el vector
dado como combinacion lineal de los otros, en el segundo no hay solucion.

2. El conjunto {(1,0,0,(0,1,0,(0,0,1} genera R3, ya que todo X se puede
escribir como X = (x,y,2) = x(1,0,0 +y(0,1,0 + 0,0, 1.

3. Encontrar sistemas de generadores de
S={XeR¥:3x-2X, =0, 4X;+X2—X3=0}.
Observemos que el subespacio dado es el conjunto de soluciones del sistema:

3X1 - 2X2 =0
S = .
4K, +Xo—X3 =0
S es una recta que pasa por el origen. Encontrar generadores equivale a buscar

la solucion paramétrica del sistema, pues si la escribimos como Av, resulta que v
es un generador de S.
3

De la primera ecuacion, tenemos que [xz = 5 Xa|.

Reemplazando en la segunda ecuacion: 4x; + Sx; — x3 = 0, de donde [x3 = $-x3

-no nos hizo falta triangular porque era claro que podiamos despejar X2 y X3 en
funcion de xi.

Entonces, un X esta en Ssi X = (x1, 51, 5 X1). Luego, X = x(1,2,34), de donde
V= (1,%, %) es un generador de S. Podemos tomar otro generador: por ejemplo

w=(2,3,1), 0w = (-2,-3,-11), etc. Observemos que es |S = ((1,2,41))|y
también es S = ((2,3,1D)|.

4. ((2,9) ={((1,2): los multiplos del (2,4) y los de (1, 2) son los mismos: si
xy) = a(2,4), entonces (x,y) = 2a(1,2), y si (x,y) = a(1,2), entonces
xy) = 5a(2,4).
En general: (a,b) = ((c,d)) si (a,b) = a(c,d).

5. De la misma manera, se puede ver, por ejemplo, que ((2,4,6) = ((1,2,3),
((1,0,3,(2,4,0) = ((1,0,3,(1,2,3),((1,0,3,(2,4,0) = ((3,0,9,(1,2,3), etc.
6. Decidir si R® = ((1,-1,1);(0,1,1;(0,0,1;(1,2,1).

Sabemos que ((1,-1, 1); (0,1, 1;(0,0,1);(1,2,1) es un subespacio, lo que queremos ver
es si es todo el espacio. Para esto, debe verse si cualquier vector (X,Y,z) puede escribirse
como combinacion lineal de los vectores dados. Estamos buscando, para cada (XY, 2),
escalares 11, A2, A3, 14, Que verifiquen:

XV,2 = 21(1,-1,1) + 22(0,1,1) + 23(0,0,D) + 14(1,2,D).
Entonces:



X V,2) = (A1 + Aa,—A1+ A2+ 244,41 + A2 + A3 + La).
Igualando coordenada a coordenada, tenemos el sistema de tres ecuaciones con cuatro
incognitas:
X=A1+ A4
y=-A1+A2+ 244
Z=A1+ A2+ A3+ A4

Para resolver, planteamos la matriz ampliada:

1 00 1
1102y
1 111z

Triangulamos, haciendo F2 <« Fy+ F1, F3 « F3—F1 :

1 00 1
010 3 x+y
0110:—x+z

Un paso mas: hacemos F3 < F3 — F» y obtenemos

1001 x
010 3 x+y
0 01-3:-2X-y+z

La matriz ampliada que obtuvimos estéa asociada a un sistema compatible, para cualquier
valor de x, y, z De aca inferimos que R® si esta generado por los vectores dados, ya que
para cualquier valor de (X,Y,2), el sistema tendra solucion. .
Podemos observar ademas que el sistema es indeterminado: tiene infinitas soluciones.
En particular, podemos hacer 14 =0, A1 =X, A2 = X+y Yy Az = -2X-Yy+2Z
Entonces:

xY,2 =x(1,-1,1) + x+y)(0,1,D) + (-2x-y+2(0,0,1) + 0.(1,2,D.
Vemos que el vector (1,2,1) "no se necesita" para generar el espacio, si ya tenemos en
nuestro conjunto de generadores los tres anteriores. En particular, utilizando la cuenta
anterior para (x,y,2) = (1,2,9),comox =1,y = 2, z= 1, resulta
1,2, =1(1,-1,1+3(0,1,D) - 3(0,0,D + 0.(1, 2, 1.

Lo que debemos hacer ahora es especificar las condiciones que hacen que se pueda
generar un subespacio sin vectores "de mas".

Observemos que la ultima expresion la podemos escribir como

0=-(1,2,)+1(1,-1,) + 3(0,1,1) — 3(0,0, 1. Esto motiva la definicibn que daremos en el
proximo parrafo.



Dependencia e independencia lineal

Dado un espacio vectorial V' y un conjunto de vectores {vi,Vz,...,V;} en V, decimos que
el conjunto es linealmente dependiente -0 |.d.- si existen nUmeros a1,az, ...,ar no todos
iguales a cero tales que a1Vvi + azvz +...+a,;V; = 0.

En caso contrario, el conjunto es linealmente independiente -o |.i.

Ejemplos

1. Como0=-(1,2,)+1(1,-1,1) + 3(0,1,D — 3(0,0, ), el conjunto
{(1,2,1,(1,-1,2,(0,1,1,(0,0,D} esld. Eneste caso, a1 = -1, a2 =1, a3 = 3y
Olg = -3.

2. El conjunto {(1,-4),(-2,8)} es l.d. porque como (-2,8) = —2(1,-4) resulta
que (-2,8) +2(1,-4) = 0. En este caso, a1 = 1, a2 = 2.
Observemos que si S = ((1,-4)), entonces S = ((1,-4),(-2,8)) = ((-2,8)). (Los
vectores que son multiplos de (1,-4) son los mismos que los que se obtienen
como combinacion lineal de (1,-4) y (-2,8).)

3. Elconjunto {(0,1,1,(1,0,D} es Li.: sia1(0,1,1) + a2(1,0,D = (0,0,0

entonces:
Oy = 0
o1 = 0
a1+ o2 = 0

La unica combinacion lineal que verifica a1(0,1,D + @2(1,0,1) = (0,0,0 es
tomando a1 = 0, a2 = 0.

(Observemos que si por ejemplo a1 + 0, podriamos despejar (0,1, 1), siendo:
(0,1,1) = -34(1,0,1), los vectores serian colineales.)

4. El conjunto {(0,1,1,(1,0,7,(2,1,3} es l.d. pues el vector (2,1,3 esta en el
plano generado por {(0,1,1,(1,0,D}: (2,1,3 = (0,1, + 2(1,0, D.

Regla préactica :

Una manera sencilla de ver que {(1,0,1,(0,1,1,(2,1,3} es l.d.es disponer los vectores
dados como si fueran filas de una matriz. Recordemos que para operar entre filas de una
matriz, se pueden multiplicar por un escalar, y sumarlas; todo como si fueran vectores.
Esta similitud es aprovechada ahora para el célculo. Veamos como funciona en el caso de
querer ver si el conjunto dado arriba es I.d. o L.i.

Dispongamos las filas en una matriz, pero ahora en lugar de designarlas como F;,
ponemos v; y vamos indicando al costado de la matriz las operaciones que vamos
haciendo:

Vi

Vo ~

N O
B R O
W kR

V3



01 Vi 101 \"1
011 2 ~ 011 2
011 V3—2V1 00O V3—2V1—V2

De la dltima fila, obtenemos que —2vi - vz + v3 = (0,0,0. El conjunto es I.d., siendo a3 = -2,
az = -1, az = 1. Observemos que: vs = 2v1 +V, y que si S =((1,0,1,(0,1,D,(2,1,3)
entonces S = ((1,0,1,(0,1, D).

101
El conjunto {(1,0,1,(0,1,1} es Li. pues la matriz < 011 > ya esta triangulada y

ninguna fila es nula.
Ejemplos
Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son |.i.:
1. {(3,1,9;(1,0,D;(2,1,3}.
2. {(0,0,0;(2,2,3;(1,1,1}.
3. {(3,2,-1,0);(2,5,4,9;(2,2,2,2;(1,0,1,0}.

Resolvemos.
1. Disponemos los vectores en una matriz y triangulamos:

311 \"1 101 Vi
101 Vo ~ 311 Vo o~
21 3 V3 21 3 V3

10 1 V2 10 1 V2

01 -2 Vi — 3V2 ~ 01 -2 Vi — 3V2

01 1 V3—2V2 00 3 V3—2V2—(V1—3V2)

Hemos terminado de triangular y ninguna fila es nula, el conjunto dado es l.i.|.

Triangulando "de manera inversa " podriamos recuperar la matriz original a partir
de la ultima: las combinaciones lineales de los vectores (3,1,1;(1,0,1;(2,1,3
son las mismas que las combinaciones lineales de los vectores
(1,0,2,(0,1,-2),(0,0, 3. Esto es:

<(31 11 :Dy (11 Oa :D! (21 11 3)> = <(1l O’ :D! (O, 1!_2)1 (01 01 3)>
En general, si disponemos como filas de una matriz los vectores dados, operando

entre las filas obtendremos otro conjunto de vectores que genera el mismo
subespacio.

2. Para acortar los pasos, pongamos al vector (1,1,1) en la primera fila:
111
2 23
001



Triangulando, obtenemos:
111
001
001

111
001
00O

Por una cuestién de comodidad, no hemos escrito a qué vector corresponde cada

fila. Igualmente podemos contestar:

el conjunto dado es I.d.

pues la dltima fila es

nula. Si "seguimos el rastro " de nuestras cuentas, podemos concluir que el
vector (0,0,1) es combinacion lineal de los demas, luego

§=4((1,1,2,(2,2,3,(0,0,)) = ((1,1,

1.(2,2,3).

En realidad, pocas veces importa como se puede escribir el vector que ocupaba
el lugar de la fila que se anula en funcién de los otros, por este motivo, en general
no escribiremos los vectores v; al costado de la matriz.

3. Triangulamos la matriz en cuyas filas estan los vectores dados -como
ejercicio, indicar cuales son las operaciones que se van efectuando:

32-10 1010 1010
25 4 1 25 4 1 05 2 1
22 2 2 2 2 2 2 02 0 2
10 10 32-10 02 -40
1010 101 O 1
01 0 1 01 0 1 0
05 2 1 00 2 -4 0
02 -40 0 04 -2 0
Luego, |el conjunto dado es l.i,|.
Bases

Sabemos que

1010
02 0 2
"l 05 2 1
02-40
01 0
10 1
02 -4
0 0 -10

§=4(1,1,10,(2,2,3,(0,0,D) = ((1,1,1,(2,2,3)

puesto que

(0,0,) =-2(1,1,D + (2,2,3.

Con el conjunto de vectores {(1,1,1),(2,2,3} alcanza para generar S, pero no con
{(1,1,D} nicon {(2,2,3}. El conjunto {(1,1,1,(2,2,3} es una base de S.
En general, dado un espacio vectorial V, un subespacio S de Vy un conjunto de

vectores {vi,Vaz,..

1. S = <V11V21""Vr> y

2. {vy,Vo,...,Vr} es L.

.,Vr} en V, decimos que el conjunto es una base de S si

La idea es generar S de la manera mas econdmica, y esto se consigue tomando un



conjunto de generadores que ademas sea l.i.

Ejemplos :

1. En R? el conjunto {(1,0)(0,1)} es una base de R? generan todo el plano,
ya que cualquier (X,y) se puede escribir como combinacion lineal de (1,0) y (0, 1):

(X,y) = X(l’ 0) + y(o’ 1)
y claramente {(1,0),(0,1)} es un conjunto L.i.

2. EnR% {(1,0,0,(0,1,0,(0,0,D} es una base de R3:
xv,2 = x(1,0,0 +y(0,1,0 + 0,0, 1.

3. EnR™ {(1,0,...,0,(0,1,...,0,(0,0,...,D} es una base de R". Esta se llama
base candnica.

Propiedades

1. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V. Si {vi,Vvo,...,Vi} Y
{w1,Wo,...,Ws} son dos bases de S, entoncesr = s.
Esto quiere decir que todas las bases de un mismo subespacio tienen la misma
cantidad de vectores. Este numero se llama la dimension del subespacio, y lo
notaremos dim(S).
En particular, dim(R?) = 2, dim(R®) = 3, ..., dim(R") = n. (Basta contar la cantidad
de vectores que tienen las respectivas bases canonicas:)

Por definicion, para verificar que un conjunto es base de un subespacio,
sabemos que hay que verificar dos propiedades: la de generar y la de ser
linealmente independiente. Sin embargo, si por algin motivo conocemos de
antemano la dimensién de ese subespacio, basta con verificar sélo una de las
dos. Esto es lo que dicen las propiedades 2.y 3:

2. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V de dimensién r. Si
{V1,V2,...,V;} €s Li., entonces {v1,V2,...,V} €s una base de S.

3. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V de dimensién r. Si
{v1,V2,...,Vr} €s un conjunto de generadores de S, entonces {vi,V,...,V;} €S una
base de S.

Es til recordar estas propiedades al hacer los ejercicios. Esto es, si conocemos
la dimension de un subespacio, para ver que un conjunto es base del mismo
bastara con ver que es l.i o conjunto de generadores.

Ejercicios
1. Decidir si los siguientes conjuntos son bases de R?:
a. {(1,0}
b. {(1,0,(-1,1),(1,D}



c. {(1,0,(-1,1}.
2. Hallar una base y la dimension de los siguientes subespacios:
a S={XeR® | X3-X2+x3=0}
X1—X2+Xa=0
b. S=< XeR* [/ X1+2X4 =0
X3+Xs =0

3. Hallar base y dimension de S = ((1,0,2;(-5,1,1;(-3,1,9).
Soluciones

1. Sabemos que la dimension de R? es 2, por lo tanto, todas las bases tienen
que tener 2 vectores. Los conjuntos a. y b. estdn entonces descartados. Veamos

-11 01

En particular, de aca vemos que ((1,0),(-1,1)) = ((1,0),(0,1)) = R?. Entonces,
ademas de ser l.i., generan todo el espacio.

Luego, [{(1,0),(-1,1)} es una base de R?.

1 0 10
qué pasa con {(1,0),(-1,1)}: es un conjunto Li. porque ~ >

a. Sabemos encontrar un conjunto de generadores de S, buscando la
solucion del sistema expresada en forma paramétrica. Para eso,
despejamos X; = X2 — X3, de donde cada X € S es de la forma
X = (X2 — X3,X2,X3) = X2(1,1,0 + x3(-1,0, 7).

De aca concluimos que {(1,1,0,(-1,0,1} es un conjunto de
generadores.

Y como son l.i.: [{(1,1,0,(-1,0,1)} es una base|.

b. De la misma manera que en el caso anterior, buscamos la solucion
paramétrica del sistema. Para esto, escribimos la matriz ampliada y
triangulamos:

1-101 1-101
1 002 |~ 0 101
0 011 0 011

Reconstruimos el sistema (no confundir esta matriz con la que
armamos con los vectores para ver l.i.).

X1—Xo+X4=0
X2+X4=0
Xa+Xs =0

Resolvemos: de la tercera ecuaciéon obtenemos: y de la

segunda: X2 = —x4|.

Reemplazamos en la primera: X1 — (—X4) + X4 = 0, entonces: m.



La solucién paramétrica es X = (—2X4,—X4,—Xa,X4) = Xa(-2,-1,-1,1).
Luego, [{(-2,-1,-1,1)} es una base de S es un conjunto de
generadores y es l.i.

2. Tenemos como dato que {(1,0,2;(-5,1,D;(-3,1,9} es un conjunto de
generadores. Son L.i.:

1 02 10 2 10 2
511 |~ 0111 |~ 01 11
-3 15 011 00O

Entonces ((1,0,2;(-5,1,1;(-3,1,9) = ((1,0,2;(0,1,17) y como
{(1,0,2;(0,1,1)} es l.i., [{(1,0,2;(0,1,1D} es una base de S, y dim(S) = 2.

Los Conjuntos {(11 01 31 (_5y 1) ])}1 {(1! 0’ aa (_3! 1’ 5)}1{(_51 1) :D1 (_3y 1! 3} son Li. y
sus elementos son vectores de S. Ademas, {(1,0,2;(-5,1,1)} genera S, ya que

1 02 10 2 1 02
511 |~ 0111 |~ 511
-3 15 000 00O

y como es l.i., {(1,0,2;(-5,1,1)} es base de S.
En general: cualquier subconjunto l.i. de S de 2 vectores seréa una base, pues

generard el mismo subespacio.

Lo mismo que para cualquier subespacio: si conocemos la dimension, basta ver que un
conjunto de vectores es l.i. para concluir que este conjunto es base.

Ejercicios
1. Hallar dos bases distintas de S = ((1,-1,1,0;(0,1,2,D).
2. DadoS={XeR*:x1—-%x=0 , Xo+Xz+Xq4 =0},

a. hallar, si es posible, una base de S que contenga el vector
v=(0,0,-1,1),

b. hallar una base de S que no contenga el vector v = (0,0,-1, 1),

c. hallar, si es posible, una base de S que contenga el vector
v=(011-1).

3. Hallar los valores de ay b para que {(1,0,a);(3,b,1)} sea una base de
S={XeR¥:x3-2X+x3 = 0}.

4. EnR3 sea S =((1,-3,2;(3,1,0;(1,7k)). Determinar los valores de k € R
para los cuales el subespacio S tiene dimensién 2.

5. Seanvi; = (2,-1,-1,0), v» = (1,0,0,0, vs = (0,1,1,0, v1 = (2,2,2,2. Hallar
una base de S = (v1,V2,V3,V4) que No contenga ni a vi, ni a vy, ni al.i.vs ni a va.

6. Expresar, si es posible, (4,-1,1) como combinacion lineal de (0,1,1, (2,0,



y (2,1,2 de dos maneras distintas.

7. Decidir si existe algun valor k € Rtal que {(k k, 1); (3,-k,—1)} es base del
subespacio S = {X € R®/x; + 3x3 = 0}. Justificar.

8. Sea S = {X € R*x1 — X3 + 2X4 = 0}. Decidir cudles de los siguientes
conjuntos son base de S:

a. C1=4(1,0,1,0;(2,0,0-1);(0,1,0,0}.
b. C,={(0,0,2,2;(-1,0,1,D}.
c. C3=4{(1,1,1,0;(1,0,1,0;(2,1,2,0}.

9. Determinar a para que el vector (1, 3,a,2) pertenezca al subespacio
S=(1,-1,1-1),(2,2,0,).

10. Determinar a para que el vector (a, 2a, 3) pertenezca al subespacio
S={(1,1-3),(0,-1,3).

11. Dado S = {x € R* : 2x1 + X2 + X3 = 0} encontrar un vector v no nulo de S que
pertenezca a W = ((1,1,-2,-2),(0,2,-1,-1)).

12. Extender, si es posible, los siguientes conjuntos a una base del espacio
vectorial que los contiene:

- {1,-2)}

b. {(1,1,0}

- {@1,1,0,(2,2,0}
- {1,1,0,(2,2,3}
Soluciones

1. {(1,-1,1,0;(0,1,2,D} es un conjunto de generadores de S, como ademas
-verificar- es un conjunto l.i., entonces [{(1,-1,1,0;(0,1,2,)} es una base de §|.

Para buscar otra base, hay que encontrar dos vectores l.i. que sean combinacion
linealde v, = (1,-1,1,0 yv2 = (0,1,2,D.
Por ejemplo: {2vi,—V2}, {V1 + Vo,V1 — Vo }, etc. Entonces:

los conjuntos: {(2,-2,2,0,(0,-1,-2,-1)} y {(1,0,3,D;(1,-2,-1,-1)} son bases de S|

QO

o O

2.

a. Hallemos primero una base cualquiera del subespacio dado para ver
cual es su dimension.

X1—X2=0 . L
Es §= . Como el sistema esta triangulado,
Xo+ X3+ Xgq = 0

podemos empezar a despejar variables. De la segunda ecuacion

obtenemos: .

De la primera, [x1 = X2, de donde la solucién paramétrica del sistema
es: X = (Xz,X2,X3,—X2 — X3) = X2(1,1,0-1) + x3(0,0,1-1).



Entonces, {(1,1,0-1),(0,0,1-1)} es un sistema de generadores, y
como es un conjunto L.i. -verificar-, es una base. Pero el ejercicio pide
gue el vector (0,0,-1, 1) pertecezca a la base. No confundir,
{(1,1,0-1),(0,0,1-1)} es un conjunto de dos elementos, y (0,0,-1,1)
no es ninguno de ellos. Pero como (0,0,-1,1) = —(0,0,1-1), entonces
((1,1,0-1),(0,0,1-1)) =((1,1,0-1),(0,0,-1,1)). Luego,

{(1,1,01),(0,0,-1,1)} también es una base y contiene al vector (0,0,-1, 1)|.

b. Recordemos que en particular una base es un sistema de generadores,
por lo cual estamos buscando dos vectores vi y v» que verifiguen que
todo vector del subespacio se pueda escribir: X = A1v1 + A2Va.

Sabemos que X = 11(1,1,0-1) + 22(0,0,-1, 1), pero ahora no podemos
usar el vector (0,0,-1,1) para generar. Pero -por ejemplo-

X =121(1,1,0-1) + (-A2)(0,0,1-1), de donde {(1,1,0-1),(0,0,1-1)} es
un conjunto de generadores y no contiene el vector (0,0,-1,1).

Es inmediato ver que también es un conjunto l.i.. Entonces

{(1,1,01),(0,0,1-1)} también es una base y no contiene al vector (0,0,-1, 1)|.

Observemos que podriamos haber tomado cualquier multiplo no nulo
del vector (0,0,-1,1) en el lugar de (0,0,1-1), obteniendo el mismo
resultado.

c. Todos los vectores que estan en una base de un subespacio son en
particular elementos de ese subespacio. Como el vector (0,1,1-1) no
verifica la primera ecuacion de
S={XeR":Xx1—-X =0, Xp+X3+X4=0}-yaque0-1 =+ O-

entonces |no hay ninguna base de S que contenga al vector (0,1,1-1)|.

3. Observemos que S es un plano en R? -una ecuacién lineal en el espacio-.
Por esto, dim(S) = 2. Entonces, una base es un conjunto de dos vectores para
los que se verifica que estan en Sy son L.i.

Para que los vectores dados estén en S, deben verificar la ecuacion de definicion

1-2.0+a=0

de S, esto es: . De aca obtenemos que ja= -1y b = 2.
3-2b+1=0
Falta ver que {(1,0,-1);(3,2,)} es Li., pero esto vale pues
10-1 10-1
321 ) (o024

4. Es{(1,-3,2;(3,1,0;(1,7,k)} un conjunto de generadores, si fuera l.i. la
dimension del subespacio seria 3. Como {(1,-3,2);(3,1,0} es l.i.,, podriamos ver
que (1,7,k) es combinacion lineal de (1,-3,2) y (3,1,0.

1 -3 2
Si no, directamente triangulamos 3 1 0 |.Es
1 7 k




1 -3 2 1 -3 2 1 -3 2
31 0 |~ 0 10 -6 ~ 0 10 -6
1 7 kK 0 10 k-2 0 0 k+4

Luego, debe ser .

5. Primero hallamos una base de S para ver la dimension. Para eso
triangulamos la matriz

2-1-10 2.1 -10
10 00 01 10
o1 10| | oo 02
2 2 2 2 00 00

Entonces, la dimension de S es 3y el conjunto {v1,V2,Vv3} es una base de S. Pero
COmMo No queremos que contenga ninguno de los vectores dados, tomamos por
ejemplo {2vi,3vy,—Vv3} como base de S. Otra solucién posible es

{-2,1,1,0,(0,1,1,0,(0,0,0,2} es una base de S|, pues es un conjunto de

generadores -ver la triangulacion anterior- y ademas es un conjunto |.i.
Obviamente, no contiene ninguno de los vectores dados.

0 1 1 V1
. . 2 0 1 V2 .
6. Sitriangulamos la matriz y llegamos a una matriz con
2 1 2 V3
4 -1 1 Va
altima fila nula, tendremos escrito v4 como combinacion lineal de vi, v2 y v
Vi

_ V2 .
(escribimos la columna de vectores para, con las mismas cuentas, obtener

V3
V4
la combinacion lineal buscada). Es
0 1 1 Vi 2 0 1 V2
2 0 1 V2 0 1 1 Vi
212 |vs | 01 1 |vi-w
4 -1 1 \ 0 -1 -1 Vg4 — 2V>

Con un paso mas, vemos que V4 — 2v, + vy = 0, de donde .

Podriamos intentar triangular de otra forma para conseguir otra expresion. Se
propone hacerlo como ejercicio.

Otra manera de resolver es usando directamente la definicibn de combinacion
lineal: se buscan escalares «, 3, y que verifiquen:

(4-1,1) = a(0,1,1) + p(2,0,D) +y(2,1, 2.



Esto equivale a resolver el sistema:
4=20+2y
-l=a+y
l=a+p+2y

Si el sistema fuera incompatible, (4,—1, 1) no seria combinacion lineal de los
vectores dados, pero a partir de lo hecho antes sabemos que no es asi. El
sistema es compatible.

Si fuera determinado la solucion encontrada arriba seria la Unica posible, y si
fuera indeterminado, habria infinitas maneras de expresarlo como combinacion
lineal de (0,1,D, (2,0, vy (2,1,2.

Resolvamos el sistema para ver en qué situacion estamos:

02 2:4 101:-1 101:-1 101:-1
101:-1 ~ 022:4 ~ 022:4 ~ 011:2
112:1 112:1 011:2 00O0:0

Reconstruimos el sistema:

a+y=-1

B+y =2
Podemos poner entonces: a = -1 -y, B = 2—v. El sistema es indeterminado, y
todas las maneras de escribir el vector (4,-1,1) como combinacién lineal de
0,1,1, (2,0, y(2,1,2 son:
Por ejemplo, si y = 0, obtenemos la solucion dada arriba. Le damos otro valor a y
para completar la respuesta, por ejemplo y = 1y obtenemos:

(4-1,1) =-2(0,1,)+ (2,0, + (2,1, 2.

7. Primero observemos que S = {X € R®/x; + 3x3 = 0} es un plano en R3, luego
su dimension es 2, con lo cual una base de S es un conjunto de dos vectores

S
{v1,V2} que verifican: Vi e X y {v1,Vv2} debe ser Li. Por la primera
Vo €

condicion, usando la ecuacién de definicion del subespacio, tenemos que:
k+3=0
. Entonces k = -3.
3-3=0

Debemos ver ahora si el conjunto {(-3,-3,1);(3,3,-1)} es Li.: no lo es, pues
(3,3-1) = —(-3,-3,1). Entonces, el tnico valor de k que sirve para que se cumpla
la primera condicidén no sirve para que se cumpla la segunda. Entonces,

para ningun valor de k, el conjunto {(kk, 1); (3,-k,—1)} es base del subespacio §|.

8. Primero buscamos una base de S para ver cual es su dimensién: como
X1 = X3 — 2X4, la solucién paramétrica del sistema es:
(X3 — 2Xa,X2,X3,X4) = X2(0,1,0,0 + x3(1,0,1,0 + x4(-2,0,0, D.
Entonces,{(0, 1,0,0,(1,0,1,0,(-2,0,0,D} es un conjunto de generadores de S, y



como es l.i., la dimension de S es 3. |El conjunto C; no es una base de S|, pues
tiene solo dos vectores.

El conjunto C; es una base de §, pues es un conjunto de tres vectores de S
-verificar, y es L.i.

1010 101 O 101 O
2001 ~ 00 -2-1 ~ 010 O
0100 010 O 00-2-1

El conjunto C3 no es una base de S pueses l.d.: (2,1,2,0 = (1,1,1,0 + (1,0,1,0.

9. Buscamos a para que el vector v = (1, 3,a,2) pertenezca al subespacio
S=1((1,-1,1-1),(2,2,0,9). Esto significa que el vector v debe ser combinacién
lineal de (1,-1,1,-1) y (2,2,0, ). Utilizando la regla practica dada anteriormente,

1-11-1
basta con armar la matriz 2 2 0 1 y ver cuales son las condiciones
1 3 a 2

sobre a para que al triangular(sin cambiar la dltima fila de lugar, ésta se convierta
en(0000)Es

1 -11 -1 - 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
2 2 1

2 2 0 1 ~ FaFa-F 0 4 -2 3 ~FaFs-F2 0 4 -2 3

1 3 a 2 0 4 a-1 3 0 0 a+1 O

Luego, |el vector v = (1, 3,3, 2) pertenece al subespacio S siy solo sia = —1].

10. Ahora, buscamos a para que el vector v = (a, 2a, 3) pertenezca al subespacio
S ={((1,1,-3),(0,-1,3). El procedimiento es el mismo que en el ejercicio anterior.

1 1 -3
Tenemos que triangular lamatriz| 0 -1 3
a 2a 3

a. Sia= 0, lamatriz ya esta triangulada. En este caso es:

1 1 -3
0 -1 3 , 'y el vector v = (0,0,3 no pertenece al subespacio S
0O 0 3

pues no se puede escribir como combinacion lineal de los generadores
de S.

b. Sia =+ 0debemos triangular:



1 1 -3 1 1 -3 1 1 -3
O -1 3 Fa<Fs-aF; O -1 3 Fa<Fat+aF, O -1 3
a 2a 3 0 a 3+3a 0O 0 3+6a

Entonces, el vector v = (a,2a,3) pertenece a S si y solo si 3+ 6a = 0,
estoes, sia=—+.

Observemos que en realidad no hacia falta separar el estudio en los
casos a. y b. ya que al operar no se multiplicaba la fila transformada por

a, sino otra. La respuesta es:
Vv = (a,2a, 3) pertenece a Ssiy soélo sia = —%.

11. Buscamos un vector vno nulo de S = {x € R* : 2x; + X2 + X3 = 0} que
pertenezca a W = ((1,1,-2,-2),(0,2,-1,-1)).
Ya que v es un vector de VW, se debe poder escribir como combinacioén lineal de
los generadores de WW. Pongamos entonces
v=a(l,1-2,-2)+ p(0,2,-1,-1).
Hallar v es encontrar a y S.
Sabemos que v debe estar en S, esto es, debe verificar la ecuacion de S. Como
V= (a,a + 28,20 — B,—20 — B)
entonces, reemplazando en la ecuacion de S,
20 + (a +20) + (20— ) = 0.
Luego,
a+p=0.
Esto significa que si en (a,a + 26,—2a — ,—2a — B) le damos valores a ¢ y 8 de
manera que se cumpla a + f = 0, estaremos cumpliendo simultaneamente las

condiciones impuestas para estar en ambos subespacios -hemos encontrado
entonces S N W-. El ejercicio nos pide hallar uno de esos vectores. Por ejemplo,

podemos tomar o = 1y § = -1, obteniendo |v = (1,—1,—1,—1)|.

12. Entendamos primero qué es lo que se esta pidiendo. Extender un conjunto
dado a una base de un espacio vectorial V (0 de un subespacio S) significa
encontrar una base de V (o de S) que contenga el conjunto dado.

a. En este caso el conjunto dado es {(1,-2)} y el espacio vectorial es R?.
Lo que se quiere hacer es encontrar una base de R? que contenga el
vector (1,-2). Para esto, como sabemos que la dimensién de R? es dos,
basta con encontrar un vector v tal que {(1,-2),v} sea l.i. Por ejemplo,

el conjunto {(1,-2),(0,1)} es una base de R? que extiende a {(1,-2)}.

b. Ahora, como la dimensién de R® es tres, buscamos dos vectores vy w
tal que {(1,1,0,v,w} sea li. Por ejemplo, v = (1,0,0, w = ((0,0, D).
Verifiguemos que efectivamente {(1,1,0,(1,0,0,(0,0,D} es L.i.

Para eso triangulamos:



110 11 0
1 0 0 |~FfFh 0-10
001 0 0 1

Como esta Ultima matriz esta triangulada y no tiene ninguna fila de
ceros, el conjunto de tres vectores {(1,1,0,(1,0,0,(0,0,1} es l.i., y por
lo tanto es una base de R®. Entonces,

el conjunto {(1,1,0,(1,0,0,(0,0,1} es una base de R® que extiende a {(1,1,0}|.

. Como {(1,1,0,(2,2,0} ya tiene dos elementos, debe buscarse un
vector v tal que {(1,1,0,(2,2,0,v} sea Li. Pero como {(1,1,0,(2,2,0}
es l.d. -ya que (2,2,0 = 2(1,1,0-, cualquiera sea v el conjunto
{(1,1,0,(2,2,0,v} es |.d. Entonces,

no se puede extender {(1,1,0,(2,2,0} a una base de R?.
. {(11 11@!(212,3} es Li:

110 FaFy ok 110
2 23 003
A partir de la matriz que esta triangulada es mas facil elegir un vector v

tal que {(1,1,0,(2,2,3,v} sea l.i. Por ejemplo,
{(1,1,0,(2,2,3,(0,1,0} es una base de R® que extiende a {(1,1,0,(2,2,3}|




