Apuntes de algebra
(Olga)
Catedra Fauring

Estos apuntes se iniciaron durante el primer cuatrimesg 005, en base a las guias
docentes de la materia y a las clases de la profesora Olga Antbalaboraron con la
correccion de los errores los profesores: Adriana Nufieegddria, Valeria Amado y
Mariano Franco. La presente es una actualizacion hecha eém&b del primer
cuatrimestre de 2012, en las que se agregaron numerosasamones de la profesora
Susana Puddu.

Este apunte no pretende reemplazar las clases de los dagsirie soélo facilitarles el
material a los alumnos en caso de que no puedan concurrir alses, y permitirles otra
lectura con algunos ejercicios adicionales.

En caso de detectar errores, se agradece comunicadarabas@hotmail.com.

Al enviar el mail, poner en "asunto": APUNTE. De esta maneea posible seguir
corrigiendo el material para futuras ediciones.







PRACTICA 1
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Plano y puntos del plano
Para representar pares de niUmeros, usaremos un "sisteimarderadas ortogonal": dos
rectas que se cortan en angulo rectdR8s el conjunto de nimeros reales, pongamos

R?= {(xy) : xe RyeR}

cuya representacion geomeétrica es:

segundo cuadrante primer cuadrante
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A

tercer cuadrante cuarto cuadrante

Los elementos dB? se llamarpuntos del planpsiendox la primera coordenadao
abscisaey la segunda coordenada ordenada El eje horizontal se llamaje x, el vertical
se llamaeje y; y la interseccién de ambos ejes se llaonigen

Ejemplos de puntos
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Observemos que, aunque no es obligatorio, hemos elegidstaanescala en ambos
ejes.



¢, Qué distingue a cada cuadrante? El signo de las coordenadas

ler cuadrante:»Q, y>0

2do cuadrante: <0, y>0

siendo:

3er cuadrante:<0, y<0

4to cuadrante: 0, y<0

Los puntos en los ejes son de la forma:

(x,0) en el ejex
(0,y) en el ejey

la interseccion de ambos es el origen-= (0, 0).
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Operaciones entre puntosEcuacion parameétrica de una recta

Suma
Los puntos del plano se puedsumar

xy) +(X,Y) = X+ X,y+Y)

A Regla del paralelogramo

y
Construyendo un paralelogramo
a partir del origen y los puntos que
sumamos como indica la figura,
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Ejemplos
. (1!2) + (3’5) = (4’7)
. (1,-2)+ (-3,5 = (-2,3
. (_1! 2) + (_3! 5) = (_4!7)
- (1L,2+(-1,9=(0,7
. (1,2 +(-1,-2) = (0,0.

Como ejercicio, se recomiendo hacer los dibujos correspatets de 1y 5.
Producto por escalares

También se puedemultiplicar por escalaresesto es, por un numero real:

G WNPEF

a(xy) = (ax,ay)

Ejemplo
Multipliquemos al puntq?2, 1) por distintos escalares:
22,1 = (4,2
3(2,1) = (6,3

D21 = (-2,-1).
Grafiquemos los puntos obtenidos:
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Vemos que todos estos puntos estéan alineados.
En generala(xo,Yo) €S una recta que pasa por el origen y el punto del pla§9o).
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El vector(—xo,—Yo) se llamaopuestal vector(x,y). Ademas, pondremogX,y) en
lugar de(-1)(x,y).

ConX notaremos puntos d&?, esto esX = (X,Y).
Consideremos ahora la redta : (2,1) y a cada punto de la misma sumémosle el punto
(0,3). Como cada punto de la recta es de la fora(@, 1), al suman0, 3) obtenemos
obviamente el punta(2,1) + (0, 3). Graficamente:
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0,0) X
Los puntos de la recta L
(2,1) se obtienen sumandole
a cada pundo de la recta L 0
el punto (0,3), que
llamaremos punto de paso.

Por ejemplo: (2,4)=(2,1)+(0,3)

Si le sumamos a cada uno de los puntos de una kgajae pasa por el origen un punto
fijo, obtenemos -aplicando la regla del paralelogramo-nectal con la misma direccion de
la primera, que pasa ahora por el punto que hemos sumado.
En este caso, la recta que pasa por el origer(2gl). El punto(2, 1) se llamavector
direcciondel y (0, 3) es unpunto de paso
Observemos que si ponema@4, 2) en lugar dg2, 1) -o cualquier puntdxo, yo) + (0,0) de
Lo- Y (2,4) -0 cualquier otro punto die- hubiéramos obtenido la misma recta.

En general, s{xo,Yo) = (0,0), la ecuacion

X = a(Xo,Yo) + (P, Q)

se llamaecuacion paramétricdelL, (Xo,Yo) €S unvector direcciory (p,q) unpunto de paso
Para cada valor del pardmetro obtenemos un punto de la recta.

A




a | (XY)
Para graficar, podemos construir una tabla del tipg ...

o (XY)
Por ejemplo, en el caso de: a(2,1) + (0,3) , obtenemos: 0 | (0,3) |.
11(2,9
Vamos a ver ahora otro forma de escribir una recta, sin usanyero.

Ecuaciones implicita y explicita de una recta
Consideremos la recta

L:X=a(2,2+(0,3
Si(x,y¥) es un punto de la rectg es
xy) = a(2,1)+(0,3

Pero para que dos puntos del plano sean iguales, deben aksigoordenada a coordenada.

X=2
Esa igualdad es equivalente a que se cumplan las dos igealdapgiientess: a3
y=a+

Despejando el pardmetro de la primera ecuacién, tenemas quéx. Reemplazando en la
segunda obtenemos que- %x + 3, de donde,L%x +y = 3. Esta es l&cuacién implicitade

L.
En general, sA, By C son nimeros reales cédn+ 00B = 0 entonce es

la ecuacion implicita de una recta.
Ejemplos:
Graficar las rectas cuyas ecuaciones implicitas son, céspmente:
1. L1 —Xx+3y=2
2. L,:5=-4
3. Ls:—x=-3
Observemos que como sabemos que los puntos que satisfaeennzade las ecuaciones
estan en una recta, en cada chastara con encontrar dos puntos
1. Para. ;. veamos las intersecciones de la recta con los ejes=9), tenemos qug = %; Si
y = 0 entoncex = —2. Tenemos entonces que los puntos (0%) eliy
B=(-2,0 € L.
2. Paral;: es, cualquiera sea el valor gy = ‘—54. Por ejemplo, los punta8 = (0,2) y
D = (1,72) son puntos dé&,. L, es unarecta horizontal
3. Pard._s: es, cualquiera sea el valor gex = 3. Los punto€ = (3,0 y F = (3,1) estan ern_s.
L3 es unaecta vertical
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Observemos que si tenemos en general una ecuacion implicit®8y = C en la cual
B + 0, vamos a poder despejar la variapl&ste es, por ejemplo, el caso de
Ls 1 =3x+Yy = 2; si despejamogobtenemosy = 3x + 2. Esta es |l&cuacion explicitale
La.
En general, la&ecuacion explicita de una reces de la form, dondemy b son

nameros realesn se llamapendientale la recta Yo ordenada al origen
Ejemplo:
GraficarLs 1y = 3x+ 2.
Como antes, podemos ayudarnos con una tabla. La diferenqizeeahora, en lugar de darle
valores al parametro para obtener un punto de la recta, leslaatores & y obtenemos los
Xy
correspondientes valores e | o

115

Si incrementamos en 1 unidad
el valor de la abscisa, aumenta
en 3 unidades el valor de la

La ordenada al origen ordenada.

es donde la recta corta
alejey.

En este caso, 3 es la pendiente.

(Podemos imaginar que en una
montafia, avanzando una unidad
en sentido horizontal, subimos
tres unidades: la pendiente es "3"):

1 X
L,

A
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Ahora comparemos rectas con distintas pendientes. Paravastos a graficar, :
y=3x+2,Ls:y=5x+2, L :y= +x+2.



m crece

A
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Ahora, grafiqguemo&; :y = —3x + 2, recta cuya pendiente es negativa.

Recta con x |y
pendiente 0 2
negativa.

(Observemos que, al avanzar
una unidad, “bajamos” tres

la pendiente es -3)

(Si la pendiente es negativa, podemos imaginar que, endiggsubir una montafia,
estamos bajando.)
Dados dos puntoshallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por ambos
1. Supongamos que queremos hallar la ecuacion explicimmetal s que pasa por los puntos
P =(1,-2)y Q = (-3,4). Como los puntos tienen distinta abscikarecta que pasa por ambos
no es vertical, luegdjene ecuacion explicitay = mx+ b. ComoP y Q son puntos de la recta,
se deben verificar las ecuaciones:

-2=m1+Db
4=m.(-3)+b

Restando miembro a miembro, logramos elimibpasbteneniendo:6 = 4m.
Entonces,m = 2> = — 2. Ahora reemplazamos el valor obtenido en cualquiera dedss d

ecuaciones. Eligiendo la primera tenemos gie= (—%) 1+Db,de dondd = -2+ % =
— <. Entonces, la recta que pasa poy Q tiene ecuaciorts : y = —3x— +|.




y=(-312)x-1/2

2. Si los puntos tienen la misma abscisa, la recta que pasargms es vertical, y no tiene
ecuacion explicita. Por ejemplo,Ri= (3,-2) y Q = (3,4), la ecuacion de la recta que pasa por
ambos e& f §|

y x=3

L Q

Dada la ecuacion explicitahallar la ecuacion paramétrica
Supongamos que queremos hallar la ecuacion paramétrica de

C oy 3 1
Lo y=(-3)x %
Si un punto esta en esta recta, entonces es de la foxma x - 1 ).
Observemos que:
(x-3x-1) = (x-3x) +(0,-%) =x(1,-2) + (0,-%). Luego, la
ecuacion paramétrica deg es

X x(-3) + (04

donde(1,-2 )es el vector direccion {0,—1 ) es un punto de paso.
Observemos que en genersil,

L: y=mx+Db,
entonces un punto dees de la formgx, mx+ b). Y como
(x,mx+b) = (x,mx) + (0,b) = x(1,m) + (0,b)

obtenemos la siguientxuacion paramétrica de L



X = x(1,m) + (0,b).

Observemos que &i: y = mx+ b, entonceg1,m) es un vector direccion ¢0,b) es un
punto de paso.

Ejemplo:

Dada larectdq : 2x+y = 3, queremos hallar una ecuacién paramétrica de esta recta.
Por lo visto recién, es inmediato hallar la ecuacion paraoaea partir de la explicita.
Entonces, despejamygs= —2x + 3. En este caso es = -2 yb = 3, obteniendo
X = x(1,-2) + (0, 3)| la ecuacién paramétrica buscada.

Si no recordamos la forma general, observamos gie-s(x,y) es un punto dé&g, entonces,
comoy = —2x + 3, resultaX = (x,-2x+ 3) = (x,—2x) + (0,3) = x(1,-2) + (0, 3.

A

Rectas paralelas

Ejemplos
Graficar, escribir en forma explicita y determinar la pemté de las siguientes rectas:
L: : X=a(1,3 +(-1,2), L, : X = (2,6) + (2,-1),
Ls : X =7(3,-2) +(0,2), Ls: X=6(-1,-4)+(1,3).

Grafiquemos primert;. Para esto, consideremos la recta auxiliar X = a(1,3) ,y
después a cada punto dée sumamos el punto de pasel, 2).

Ambas rectas tienen
el mismo vector direccion.
L pasa por el origen,

L pasa por el (-1,2).
1

A
\4

Agreguemos ahord., : X = B(2,6) + (2,-1).



Lo

El vector direccion de
L1

es un multiplo del

vector direccion de

)

A

Escribamod.; en forma explicita: si

xy) =a(l,3+(-1,2

X=a-1
y=30+2

De la primera ecuacion obtenemons- x + 1.
Reemplazamos en la segunda el valonaibtenido y obtenemos qye= 3(x+ 1) + 2, de
donde la ecuacién explicita dig es|L; : y = 3x+35.

Hacemos lo mismo para el casolde si

(xy) = p(2,6) +(2,-1)

X=20+2
y=65-1
De la primera obtenemgs= %2 = Lx— 1. Reemplazamos en la segunda ecuacion:
y = 6(%x— 1) — 1. Ahora la ecuacion explicita +9tsz Yy =3x-7|.
Definicion: dos rectas soparalelassi tienenigual pendiente si ambas sorectas
verticales
Observemos que si dos rectas estan dadas en forma paransétniparalelas si el
vector direccidén de una es multiplo del vector direccionaletra.
Entonces, para ver si dos rectas son paralelas, si estas elaflarma explicita: comparamos
sus pendientes. Si estan dadas en forma paramétrica: cmpasus vectores direccion.
Por ejemplo, com@2,6) = 2(1, 3), las rectas ; y L, son paralelas.
Grafiquemos ahord.; : X = y(3,-2) + (0, 2).
Observemos ques,—2) = 3(1,-2), de donde el vectail,=2) nos da la misma direccion
que(3,-2). Entonces, se puede pondr; : X = y(1,-2) + (0, 2). Pero entonces la

pendiente em = ‘72 -ver final de la clase 1. Ademés, vemos que la ordenadagdogs

entonces

entonces




b = 2, de donde la ecuacién explicita|és : y = ‘?Zx+ 2|.

En general, si el vector direccion €ésb), cona = 0, entoncega,b) = a(1,2)y
b

ng.

Los puntos (1,-2/3) y (3,-2)
estén en la misma recta que
pasa por el origen.

Es (3,-2)=3(1,-2/3).

A
/
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m=-2/3

Busquemos ahora la ecuacion explicitalde: X = 6(-1,-4) + (1, 3).
Observamos que la pendientenes- :—‘l‘ = 4. Ponemos entonceg= 4x + b.
Para hallab, usamos el punto de pa¢b,3) : 3 = 4.1+ b, de donde obtenemds= -1.
Es entonced s : y = 4x— 1. Queda hacer el grafico como ejercicio.

Observacion

Segun nuestra definicion, sabemos gue X = a(1,3) y L, : X = B(2,6) son rectas
paralelas ya qué, 6) = 2(1, 3), esto es, el vector direccion de una es un multiplo del vector
direccion de la otra. (Observar también qae3) = %(2, 6)) En este caso, como son rectas
gue pasan por el origen, al ser paralelas, son coincidgataBquemos.

y A y A
6 6-----
5 5
4 4
3. 3
2 2
1 1
: > ' >
1 2 3 4 X 1 2 314 X
Si bien para dibujar una recta
basta con darle dos valores
al parametro, hemos agregado

en cada caso un tercer valor
para corroborar que las dos
rectas son coincidentes.

Si recordamos la interpretacion que le habiamos dado a tiqréa, veamos que, en el
primer caso, si los puntos hallados inicialmente &) y (1, 3), podemos ver que al
incrementar una unidad la primera coordenada, la seguridarsenento en tres. En el
segundo, si los puntos hallados inicialmente &) y (2, 6), ahora, al incrementar dos



unidades la primera coordenada, la segunda se incremes&sadantuvimos la
proporcion: % = % (= pendient® Recordando que los vectores direccion son,
respectivamentdl1,3) y (2,6), y la pendiente e§ (= 2), podemos suponer que si
Lz : X = a(a,b) es paralela a las anteriores, entonées 3. Efectivamente:

X =a(ab) = aa(l,2) = a/(1,2), de dondem = 2.

Si hubiéramos partido de rectas con vector direc¢@h), no podriamos tomar el
cociente®, estas rectas no tienen pendiente. Pero es facil ver ekfianab: son todas
paralelas entre si, pues son todas rectas verticales.

Ejercicios
1. Hallar una paralelala:y=2x+4
a. que pase pdk = (0,2,
b. que pase pd = (1,-5).
2. Dar la forma paramétrica de la ecuacion de una recta paedle: X = a(-5,2) + (1,0)
a. que pase pdo,0),
b. que pase par1,-3).
Resolvemos
1. Las rectas buscadas son paralelas a la dada, luego, itas e misma pendienta = 2.
a. En este caso, la ordenada al origen es dato, sierda.

Larecta buscada ¢g = 2x+ 2|.
b. Pongamoyg = 2x+ b. ComoB es un punto de la recta, se debe verificar gbe- 2. 1+ b.

Despejando obtenemos goe- —7.

La respuesta ahor .

2. Trabajamos ahora en forma parameétrica, por ser las feesaadas paralelas a la dada deben
tener como vector direccion un maltiplo del puitép, 2). Podemos tomar directamente este
punto como vector direccion de ambas rectas.

a. SiponemoX = f(-5,2)|, esta recta cumple lo pedido:i= 0, X = (0,0), luego, pasa

por el origen.
b. Tomamos como punto de pas6¢-4d,-3). La recta buscada es:

L: X =a(-5,2 +(-1,-3).

Interseccion de rectas
Si tenemos dos rectastintasen el plano, puede pasar que:
1. se corten en un sélo punto
2. sean paralelas, por lo que no van a tener puntos en comun.
Observemos ademas que dos rectas que tienen mas de un pootolen son la misma
recta, y en este caso, también son paralelas.
Gréficamente:




1y=2x-3.
L L 1 Yy
Caso 1:

y=3x-4.
L2 %

A
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(1-1)

Si (x,y) esta en las dos rectas, entonces:

2x-3=3x-4.
-3 Despejando:
x=1.
-4 Reemplazando en cualquiera de las dos rectas:
y=-1.
\/
A
y
Caso 2: Ly L oy=xe3
L2 ly=-x+1
3
L,
1 Si (x,y) esta en ambas rectas,
_ entonces o
< g
-X+3=-x+1.
Pero entonces, cancelando la variable x:
3=1.
Como esto Ultimo es falso,
‘;esulta que las rectas no tienen puntos comunes.
Ejercicios
Calcular las intersecciones te y L, en cada caso. Los gréficos quedan como ejercicio.
1. Ly :x+4y=2 L :2x+8y =4
2. L1 x+4y =2 L:2x+8y=0
3. L1 :x+4y=2 L :x+y=0
4. L 2x-3y=-1 Lo X =a(1,-3)+(2,2
5 Li1:—x+3y=1 L, : X=p3,D)+ (1,1
6. L1 : X =a(1,-3) + (2,-2) Lo : X = B(3,1) +(-2,0
Soluciones
1. Despejandy en cada una de las rectas, obtenerhgs:y = —+x+ 2, L2 1y =—4X+=.

Entonces| L, y L, son rectas coincidentes .

2. Procediendo de la misma manera que en el caso anterienesbosL; : y = —%x + % ,
L. : y = —+x. Estamos ahora en el caso de rectas paralelas no coinaidente

L, y L2 notienen ningdn punto en com{n .

Observacion Si Ax+ By = C es la ecuacion implicita de una rectdB y 0, entonces al

despejar la variablg nos queday = —4£x+ <, de dondem = —£..



Directamente, en este ejemplo y en el anterior, las rectapaalelas porqué = 2.

La diferencia entre los dos casos esta dada por el térmirstarte: en el caso anterior, vemos
gquela segunda ecuacién implicita se obtiene de la primera mplidindo a ambos miembros
por 2, de donddienen el mismo conjunto de soluciones

En el segundo caso, multiplicamos paio2los los coeficientes del primer miembro, pero no el
término constantegste serd el caso garalelas no coincidentes

. Despejamos en ambas ecuaciones, obteniendo ahlofa:x = 2—-4y, L : x = -V.

Entonces, s{x,y) es un punto que esta en ambas rectas, debe-sdy 2 —y, de dondey = %

Comox = -y, el punto en comin e§-2, 2. Luego,L1 N L2 = {(-%,2) }|.

. Un puntoP deL; es de laformaP = (x,y) = a(1,-3) + (2,2 = (a + 2,-3a + 2).
Si queremos que este punto esté tambiéhiese debe satisfacer la ecuacion:
2(a+2)-3(-3e+2) =-1.

Despejanda obtenemosa = ﬁ
Reemplazando en la expresionkle- (a + 2,—3a + 2), obtenemos que el punto en que se
intersecan ambas rectas Bs= (5 +2,-3-- + 2).

Entonces, la interseccion de ambas rectas es el )Brm(%, %

. Procedemos de la misma manera que en el caso anteriorntoFpdelL; es de la forma:
P=xy)=pBD+1D=0C+1,p+1).

Si queremos que también estélarse debe verificar que(35+ 1) + 3(8+ 1) = 1. Pero
entonces-38 -1+ 3B+ 3 = 1, de donde 2 1.| Esto significa que las rectas no se intersegan.

Otra manera de resolver este ejercicio es: comparando asgoes, vemos que son iguales
por lo tanto las rectas son paralelas. Entonces, son cemeis 0 no tienen ningun punto en
comuan.

Un punto dd_; es el(1, 1). Verificando que este puntm cumple la ecuacién implicita de,
llegamos a la conclusién de que no se intersecan.

. Ahora ambas rectas estan dadas paramétricamente. Ueaanti@resolver el ejercicio es
escribir alguna (o las dos) en forma implicita y resolver c@n los ejemplos anteriores. Otra
posibilidad es hallar directamente la interseccion sisaebirlas:

SiX = (x,y) es un punto dé& 1, entoncesi(x,y) = a(1,-3) + (2,-2) = (¢ + 2,-3a — 2).

SiX = (X,y) es un punto dé&,, entonces(x,y) = (3,1 + (-2,0) = (38 -2,8).

Si el punto est4 en las dos rectas, deb&ser2,-3a — 2) = (38— 2,p).

Igualando coordenada a coordenada, obtenemos el sistemadbdaitasa y :

a+2=3B-2
3a-2=p
Resolvemos. Comg esta despejada en la segunda ecuacion, reemplazamos endeapr
a+2=3(-3a—-2)-2,dedondea = —1. Al tener el valor del parameteg usamog.; y
obtenemos quéx,y) = (-1+2,-3(-1) — 2) = (1,1). Podriamos obtene.
B = -3(-1) — 2 = 1. Utilizando la expresion dez, (x,y) = (3—2,1) = (1, 1), por supuesto el
mismo punto. Entoncels; N Lz = {(1,1)}|.

Cuidado! Si el ejecicio estuviera planteado: calcular la interg&atde

Li: X=a(1l,-3)+(2,-2)y Lz:X=a(3,1+(-2,0), lo primero que hay que hacer es
“cambiarle el nombre al parametro de una de las dos recRa@iemos poner

Lo : X = (3, + (-2,0), y recién ahora resolver. Si no hacemos esto, en genera&mos a
encontrar el punto en comun, por ejemplo, en este caso nes=iél y = 1: condistintos
valores de los respectivos parametros se obtiene el pustado.




Dos ejemplos mas
1. Pasar a forma paramétrica la recta de ecudcio@x = 6.
Si (X,y) esta en esta recta, debe verificar gue 3, luego, es de la formg,y). Como
(3,y) = ¥(0,1) + (3,0), la ecuacién paramétrica g&, 1) + (3, 0). Directamente: al ser vertical,
podemos tomar como vector direccion@)1) y como punto de paso se puede poner cualquiera
cuya primera coordenada sea 3.

El eje y tiene La recta x=3 es paralela
ecuacion al ejey, y pasa por el
x=0. punto (3,0).

4

2. Hallar la ecuacion paramétrica de la recta que pas® po(3,2) y Q = (9,4).

A
y La recta que une los puntos (3,2) y (9,4)

tiene vector direccion (1,2/6).
Este vector tiene la misma direccién
que el vector (6,2).

2
m= ——.
6
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Observemos que (9,4)-(3,2)=(6,2).

A\ 4

Veamos que, en general, la recta que pas@per(a,b) y Q = (c,d) tiene la direccidon
de(c—a,d-h):
sib # d (esto es, la recta no es vertical, haga un dibujo), ya sabgoepodemos poner
como vector direccién el punid,m).
Pero(1,m) = (1,%2), y como(c-a,d-b) = (c - a)(1, <L), podemos tomafc — a,d — b)
como vector direccion.
sib = d, observemos qu& — a,d—b) = (c—a)(1,0), que tiene la direccion del punto
(1,0), con lo cual es una recta vertical. (Ahara a, ya que los puntoB y Q son distintos.)
Directamente podemos observar que, ddlg<), la ecuacion paramétrica de la recta
gue pasa por ambos puntos ¥s: a(Q — P) + P. Para verificar esto, basta con tonaa# 0
para obteneX = P, y o = 1 para obteneX = Q.



La recta que pasa por Py Q
tiene como vector direccién
aQ-P

\/

A

Aplicaciones

1. Los costos operativos de una compafia crecen en fornzd ioe el paso del tiempo. En dos
meses sucesivos los costos fueron $5000 y $6400. Estimenstss tres meses después (del
altimo).

2. Dos talleres Ay B producen un mismo repuesto. El tallervdtun costo de instalaciéon de
$7000 y cada repuesto vendido le produce una ganancia d&&aHer B tuvo un costo de
instalacion de $4200 y cada repuesto vendido le da una garnden830. Plantear las ecuaciones
gue representan el balance de cada taller en funcion delroldeeepuestos vendidos. ¢ A
partir de cuantos repuestos vendidos el taller A tendra magmeeficio que el de B?.

Solucion

1. Nos estan informando que los costos operativos crecealtitente con el paso del tiempo.
Podemos suponer que "arrancamos” en el intantéd con costos de $5000, luego, para 2
éstos seran de $6400. Como la dependencia es lineal, shlasyaal costo, esy = mx+ b. Por
la primera condiciém = 5000, por la segunda 6460 m. 2+ 5000. Entoncegn = 24023000 —
700.

Resultay = 700x + 5000. Como nos estan pidiendo el costo pafa5, calculamos el costo
|y = 700 5+ 5000 = 8500|.

(Con * notaremos la multiplicacion, pues es el que usa elggador que utilizamos)

2. Lafuncion balance del taller A ga = 35x— 7000 (lo que tiene es lo que gana por articulo
menos lo que gasto).
Anélogamente, el balance del taller Bygs= 30x — 4200. Aunque el ejercicio no lo pida,
grafiguemos. Para ubicarnos mejor, calculemos la intei@ede las rectas que representan los
balances:

y = 30x — 4200

Es entonces 356- 7000= 30x — 4200, luegoax = 560 ey = 35 560— 7000= 12600. &
designa el producto usual de numeros, escribiremos intéigtiente 350 35 x). Esto significa
gue si en ambos talleres se fabrican 560 productos, la garseré (en los dos) de $12600.

{ y = 35x— 7000



Si se fabrican méas de 560 productos,
y eltaller A tiene mayor beneficio.
B
Al hacer 560 productos, se igualan los balances.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
6
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560

Si se fabrican menos de 560 productos,

4200 y el taller B tiene mayor beneficio.
A

-7000

Entoncesa partir de los 560 productos el taller A va a tener mayor beiogjue el B .

Mas ejemplos
1. Resolver gréafica y analiticamente los siguientes siggem
X+2y=1
Xx-y=0
Si despejamog en la segunda ecuacién, obtenempos: x. Reemplazando el valor
obtenido dey en la primera ecuacion, nos queda gue-2x = 1, de donde = % Como
y = X, resultay = +. Entonces, la solucién del sistema €5; 1 ). SiLi es la recta
definida por la primera ecuacionlLy la definida por la segunda, podemos poner:

LinLlz ={(£.2)} |

—X+2y=1

3X-6y=-3
Observamos que si multiplicamos la primera ecuacién mieralmiembro por=3",
obtenemos la segunda, luego, ambas tienen el mismo comjarsoluciones.
En este caso, para expresar el conjunto de soluciones, dste=ribir la recta en forma
paramétrica, que es la que nos dice "como fabricar" los gudtémdole valores al
parametro.

De la primera ecuacion tenemos que 2y — 1, luego, un punto es solucion si es de la
forma

2y-1y) =y(2,1) + (-1,0).| La solucion del sistema son los pun¥s- a(2,1) + (-1, 0).
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2X-y=3
Ix-2y=1
Despejamoy de la primera ecuacion y obtenempos 2x — 3. Reemplazando en la

segunda ecuacion nos queda gue-2(2x — 3) = 1. Distribuyendo obtenemos que
4x — 4x+ 6 = 1, de donde si las rectas tuvieran un punto en comun, obsndsique

6 = 1. Luego, las rectas no tienen puntos en comun .

Podemos obtener esta conclusion directamente obsenasdodficientes: el primer
miembro de la segunda ecuacion es el doble que el primer miesieda primera ecuacion,
no asi el término independiente.

A
\ 4

-1/2

xX-y=1
X+y=2
X+2y=5

Si un punto verifica la primera y la segunda ecuacion, e@®ssumando miembro a
miembro ambas ecuaciones) tenemos que 3, de dond = 1. Reemplazando este

valor en la primera ecuacion (o en la segunda) tenemoy gug. Concluimos que las dos
primeras rectas tienen en comun el pugitol). Nos fijamos si este punto verifica la tercera
ecuacion: 3. % 2.1 = 5. Como si la verifica, también esta en la tercera rectacamdos la

solucién del sistema ponieng8 = {(1,1} |.




xX-y=1

e. X+y=2
X-y=4
Las dos primeras ecuaciones son las mismas que en el ejemeitg de donde sabemos
xX-y=1
gue el puntd1, 1) es solucién del subsisten% y 5 Debemos fijarnos ahora si
X+y=

este punto satisface la tercera ecuacion:-311+ 4. Entonces, la recta definida por la

tercera ecuacion no pasa pot#]1), con lo que no hay ningun punto que esté
simultaneamente en las tres rectas. Para indicar que sati&as no tienen ningdn punto

en comun ponemo.

2 No hay ningin
punto que esté
L simultdneamente

s

\4

en las tres rectas.

\4
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X-y=3
f. X+ +y=-1
6x—2y =6
Si empezamos haciendo cuentas, despejgreoda primera ecuacion: obtenemos
y =3x-3.

Reemplazamos en la segunda:+ %(3X— 3) = —1. Distribuyendo, nos queda:+x-1=-1,

y simplificando obtenemos-0. Esto significa que todos los puntos de la primera ecuacién
satisfacen la segunda: ambas ecuaciones definen la mistaa re

Si reemplazamos ahora en la tercera:-@(3x — 3) = 6 nos queda quex6- 6x+ 6 = 6.

Igual que antes, esta ecuacion define la misma recta quaranar.

En conclusion, el sistema tiene infinitas soluciones, ya®m3x — 3) = x(1,3) + (0,-3),

la solucion del sistema expresada en forma paramétriga=ea(1, 3) + (0,-3) |.

2. Una compafiia de enchapados para joyas de fantasia falmieaclas distintas, ambas a base de
plata y oro.
La mezcla Premium lleva 7 g de polvo de oro por cada 3 g de pa\uata.
La mezcla Standard lleva 4 g de polvo de oro por cada 6 g de pelydata. La compafia posee
en este momento un stock de 25 kg polvo de oro y 30 kg de polvtatke p
¢ Cuantos kg de cada tipo de mezcla debe fabricar para agstack?
Solucién




Pongamox = kgde Premium a fabricary = kgde Standard.
Como tenemos restricciones de stock, planteamos una éoyzania la cantidad de oro
usado y otra para la de la plata.
Si se fabricarx kg de Premium, el oro gastado ahi seré@a : si dividimos el total de la

mezcla Premium fabricada en diez partes iguales, 7 serarode3ode plata (suponiendo
que todavia no mezclamos- luego, h%w de kg de oro en la mezcla Premium).

Analogamente, si se fabricgrkg de Standard, el oro gastado ah'l—l‘%sf, luego, la
"ecuacion para el oro” egsx + <=y = 25.
De la misma manera, construimos la "ecuacion para la plasa®x + 2y = 30.
7 4\ _
EX'F Ey =25
i 3 6 _
Debe resolverse entonces el sistetha ->x + 2y = 30
x>0,y>0
Observemos que > 0,y > 0 pues se trata de kilos. Luego,
se deben fabricar k@ de Premium y 4kg de Standard .

Hasta aca hemos trabajado so6lo con dos incognitas. Ahorarcaremos a hacerlo con
tres. Para eso, primero estudiaremos:

R3
El espacidr® esta formado por las ternas de nimeros reales:

R®={(xy,2: xeR yeRzeR}.

El puntoO = (0, 0,0 se llamaorigen

Asi como el plano queda dividido en cuatro cuadrantes, akasmos ocho octantes, de
acuerdo con el signo de las coordenadas.

Intentemos graficar los puntés= (0,1,1),B = (3,-2,3),C = (0,0-1) y
D = (5,4,0:



Asi como habiamos definido suma de puntos en el plano y ricégdn de un escalar
por un punto, definimos en el espacio:
1. Xy, 2+ X,y,Z)=X+X,y+Y,2+2)
2. a(x,y,2) = (ax,ay,az), siendoa € R.
Por ejemplo(2,1,-1) + 3(1,0,5 = (2,1,-1) + (3,0,15 = (5,1,14.
Definimos ahora:

R" = {(X1,X2,....Xn) : X1 € R X2 € R.....xn € R}.

El puntoO = (0,0,...,0 se llamaorigen

De la misma manera que en el plano y en el espacioplogos de Rse pueden sumary
multiplicar por escalares. Por ejemplo, h
-3(1,0,0-2) - (2,1,1,6 = (-3,0,0,6 + (-2,-1,-1,-6) = (-5,-1,-1,0).

Rectas en R3

En cada caso, representar en un sistema de coordenadaspaabe
1. Todos los puntos de la formdl, 2,0 :

a | (xy,2)
. . 0 1(0,0,0
Dandole valores al parametso obtenemos puntos en el espaclg: (1.2.0
-1/ (-1,-2,0

Vemos que, al igual que en el plano, el graficode a(a,b,c) es una recta que pasa por el



origen.
. Todos los puntos de la formad1, 2,0 + (0,0, 3:

o (xy.2)

Como antes, nos ayudamos con una talda: (0,0, 3
11(1,2,3
Como se trata de una recta, basta con obtener dos puntosaBrante:

A

z

|

|

I

|

|

|

I

|

|

|
A\

Como en el plano, los puntos de la fora= aV + P estan en una rect¥.se llamavector
direcciony P unpunto de pasp esta ecuacion es ktuacion paramétricde la recta.

Igual que antes, dos rectas guaralelassi el vector direccion de una es multiplo del vector
direccion de la otra.

. Dar la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por lasgphre- (0,1,0 yB = (0,0,9.

De la misma manera que en el plano, podemos p¥rew (B — A) + A: sia = 0 obtenemos
X = A sia = 1 obtenemo¥X = B. El vector direccion eB — A, el punto de paso s

La ecuacion esX = a(0,-1,4) + (0,1,0 |.
Observemos que hay mas respuestas posibles. Por ejeiplai(A-B) + B, 0
X=a(A-B)+A, etc.

Como vector direccidon se puede tomar cualquier multiplongmo) de(B — A), esto es,
cualquier vector de la formigB — A), conk = 0, y como punto de paso cualquier punto de la
recta.

A 4

Observar que
B-A=(4,-1,0)
da la direccién

de la recta.

4. Hallar la ecuacion paramétrica de la recta paralela at&ianque pasa pd? = (0,2,5.



Ya que la recta que estamos buscando es paralela a la arpedemos tomar como vector
direccion(0,—1,4). Como un dato es que la recta buscada pasé&é@r5, ésta tiene ecuacion:

X=0a(0,-1,4+(0,2,9|.

Posiciones relativas de dos rectas &R’
Calcular la interseccion de, y L» en los siguientes casos:
1. L1 : X=0a(1,-4,2+(3,1,0 L,:X=p2,-1,1 +(-3,-3,0
2. L1: X=0a(2,4-2)+(3,0,2 Lz:X=p-1-2,1)+(5,4,0
3. L1: X=0a(2,4-2)+(3,0,2 Lz:X=p(-1-2,1)+(2,0,)
4. L1: X=0a(1,-4,2+(3,1,0 Ly:X=p2,-1,)+(-2,7,0
Soluciones
El método es similar al empleado en calcular las interseesiale rectas en el plano
cuando ambas estaban dadas paramétricamente.
1. SiX = (X,¥,2) es un punto dé&;, entonces

xY,2) = a(1,-4,2 + (3,1,0 = (a + 3,~4a + 1, 2a).
SiX = (X,¥,2) es un punto dé,, entonces
xVY,2) = p(2,-1,1) + (-3,-3,0) = (26 -3,-B - 3,p).

Si X = (X,¥,2) es un punto de ambas rectas, entonces ambas expresioneseelgiales, esto
es:

(a+3,~4a+1,20) = (2-3,-5-3,8)

Igualando coordenada a coordenada, obtenemos el sistetmes @euaciones (una por cada
coordenada) y dos incognitasy S):

a+3=28-3 (1
dag+1=-B-3 (2
20 = 3

En (3), tenemos A& despejada. Reemplazamos en (1) y obteneme8 = 2(2a) — 3, de donde

a = 2. Como 2z = B, entonceg = 4. Cuidado, no nos olvidemos que todas las ecuaciones se

deben verificar (todas las coordenadas deben ser igugleshemos aun impuesto que se

verifique (2). Nos fijamos si los valores hallados de loshpaetros satisfacen esta ecuacion:

—4x2+12-4-3.Sj, se verificaz7 = -7 (recordar que designa el producto de dos

nameros).

Haciendox = 2 enL;, obtenemoX = (2+3,-4%x 2+ 1,2% 2) = (5,-7,4).

Podemos chequear que no nos equivocamos hacjfgrdd enlL,, obteneniendo el mismo

puntoX = (2x4-3,-4-3,4) = (5,-7,4).

EntoncesjL1 N Lz = {(5,-7,9}|
2. Procedemos igual que en el caso anterior, igualando ldegde ambas rectas:

a(2,4-2)+(3,0,2 = p(-1,-2,1 + (5,4,0

Esto es:
(20 + 3,4a,-2a+ 2) = (-p+5,-28+4,P)
Igualando coordenada a coordenada:



20+3=-B+5 (1)
bo = -28+4 (2
20+2=8 (3)

En (3) tenemog ya despejada. Reemplazamos en (&)+3B = —(—2a + 2) + 5. Luego,
obtenemos qued2+ 3 = 2a + 3, esto es, G= 0. ¢ Ya? Lo que esta pasando es que esta ecuacion
se cumple para todo valor de Veamos qué pasa si reemplazamos en (2):

da = -2(-2a + 2) + 4. De aca también obtenemos que @, entonces la ecuacion (2) también
se verifica para todo valor de

¢ Qué significa esto? Que con cualquier valor del parametobsene un punto comun de y

L., esto es, son rectas coincidentes. Por ejemplo:=si0, obtenemos el punto dg
X=2%0+3,4%x0,-2x 0+ 2) = (3,0,2. También esta eh,: usamos (3) para ver con qué
valor del pardmetr@ se obtiene este punto &n: § = 2. Utilizando este valor obtenemos el
punto del, (-2+5,-2 % 2+ 4,2) = (3,0,2. Queda como ejercicio comprobar que tienen otro
punto en comun (tomar por ejempto= 1). Nuevamente concluimos que son rectas

coincidentes, pues si tienen dos puntos en comun, son laamessta. Esto ed:; N Lz =L4|.
. Procediendo como antes)&es un punto dé; y deL; entonces
X = Qa+3,40,-2a+2) = (- +2,-23,8+1). Luego,
20+3=-p+2 (1)
4o =2 (2
20+2=p+1 (3)
De (2) obtenemos que = —2a. Reemplazando en (1)a2 3 = —(—2a) + 2, de donde...3 2!.

Esto significa que ningun valor deverifica la condicion pedida, pues si lo hubiera,
concluiriamos que ¥ 2. Entonces, no hay puntos e que estén eh,.

Las rectas no tienen puntos comynes.

Observemos que los vectores direcciones cum@eh—2) = -2(-1,-2, 1), es decir, las rectas
son paralelas.

. Ahora X = (¢ +3,-4a+1,20) = (26 - 2,—pB +7,B). Resolviendo como recién, llegamos
también a que

las rectas no tienen puntos comynes, sin emb#ﬁ‘gor,a no son paralelas.

Esta situacion es nueva. En el plano, dos rectas que no salelparsiempre tienen interseccion
no vacia. En el espacio "hay mas lugar’. Imaginemos por égdiaprectas que contienen las
siguientes aristas de un cubo:




Claramente, no son paralelas. Tampoco se cortan (esténadext en planos paralelos: una en
la cara de adelante del cubo, la otra en la de atras).

Diremos que dos rectas salabeadassi no son paralelas y su interseccion es vacia. (Observar
gue esta condicion es equivalente a pedir que no exista oo glze las contenga a ambas.)

Planos en R3

Ecuacion paramétrica Ejemplos.
1. Representar eR® los puntos de la forma(1,0,0 + (0,1,0,a € R, B € R

Si hacemog = 0, nos quedan los puntos de la form@, 0,0, que ya sabemos que es una
recta, y que pasa por el origen. Como son los multiploglde, 0, esta recta es el eje
Si hacemos = 0, los puntos que obtenemos son de la forfi(Q; 1,0, que es el ejg.
Y si sumamos un punto del execon uno del ejg obtenemos un punto del "plano del piso":
P = (a,B,0). Los parametros pueden tomar cualquier valor, mientrasegueecera coordenada
debe ser 0.

Plano del piso:
z=0

2. Representar &R? los puntos de la forma(1,0,0 + $(0,1,0 + (0,0,2,a e R, B € R.
Ahora, un punto del plano es de la forida= (e, B,2). Para graficar, podemos partir del plano
anterior, pero en este caso a cada punto del plano del pisattes altura 2":

2 A

IR C R
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Este plano es paralelo al anterior.

En general, siV € R3, We R3, los puntos de la formA = aV + W estan en un plano que pasa
por el origen.
Y, si P € R?, los puntos de la form|a( =aV+ W+ P| estan en un plano paralelo al anterior

gue pasa por el punf®. Esta ecuacion se llangcuacion paramétrica del plano




Ejemplo
Representar eR® el planor que pasa por los puntéds= (1,1,0,B = (1,0,0) y
C=(1,0,0.
Primero grafiquemos:

2 A

El plano buscado es el que

contiene el triangulo de

vértices A, By C. 4
En particular, contiene los R
segmentos AC y BC. e

Ahora queremos encontrar la ecuacion paramétrica de este.ffara esto, veamos primero
cual es la ecuacion paramétrica del plano paralelo que pas prigen,zo, que es mas
facil.

El plano paralelo que pasa por el origen
contiene los puntos V=(0.1.0) y W=(0,0,1).

Observemos que
V=(0,1,0=(,1,0-(1,00=A-C, W=(0,0,9=(1,0,)-(1,0,0 =B-C

Entonces, la ecuacion de esX = «(0,1,0 + (0,0, (No hace falta sumarle el punto de
pasoP = (0,0,0.) Ahora, lo trasladamos y hacemos que pase&®er(1,0,0, obteniendo
la ecuacion der:

X=0a(0,1,0 + p(0,0,D +(1,0,0.

En general, la ecuacién paramétrica del plano que pasappuldos no alineados (se
pueden pensar como los vértices de un triangll®y C es

X = a(A—C) + B(B-C) +C




Ecuacion implicita de un plana
Ejemplo

Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion paramérigaplano:
X =a(1,0,2 + f(2,-1,3 + (4,1,-1).
Los puntos que estan en este plano verifican
XY, =(a+28+4,-+1,20+33-1).

Siigualamos coordenada a coordenada obtenemos el sistema:

X=a+2+4
y=-p+1
z=2a+3p-1

Queremos ahora "eliminar" los parametoog 3, para poder ver directamente cual es la
relacion que deben tener las coordenadas de un punto paestguen el plano dado.
Despejandg de la segunda ecuacion, tenemos .

Sustituyendo este valor en la primera ecuacién, nos queslxgua + 2(-y+ 1) + 4 =
a—2y+6.

Ahora podemos despejar.

Sustituimos las expresiones obtenidas de los parametifoseidn de las coordenadas en la
tercera ecuaciorz = 2(x+ 2y —6) + 3(-y+ 1) — 1 = 2x+y— 10. Pasando a la derecha los
términos que contienen las variables, obtenemos la equanjicita del plano:
—-2X—-Yy+z=-10.
En general, la&acuacion implicita de un planes de la form:{Ax+ By+ Cz= D), siendo
alguno de los coeficientel B o C distinto de 0.

Ejercicio

So

ok~ wNE

Representar los puntos &8 que satisfacen:

x=0.

y=0.

z=0.

z=2.

X+y=1

X+y+2z=3.

uciones

1. Como tres puntos no alineados determinan un plano, aitmgéres puntos que verifiquen la

condicion de que la primera coordenada sea 0. Por ejefnpl¢0,0,0, B = (0,1,0,
C=(0,0,D.

Podriamos poner también queXsesta en el plano, es de la forma

X =1(0,y,2 =y(0,1,0 + 20,0, 1. En particular, haciendn= 0, vemos que estan en el plano
los puntos de la formg(0, 1,0 -el ejey- y los puntos de la form&Q0, 0, 1) -el ejez. Este plano
se llamaplano coordenado yz.



2. De la misma manera que en el caso anterior, podemos dardaiéo paramétrica del plano
X =(x0,2 = x(1,0,0 + 20,0, 1. Este plano se llamplano coordenado x| dibujo queda
CcOomo ejercicio.

3. AhoraesX = (x,y,0) = x(1,0,0 + y(0,1,0. Este es eplano coordenado xglonde el dibujo es
el "plano del piso".

4. Queremos ahora que= 2, luego, un punto va a estar en este plano si es de la forma
X=(xY,2) =x(1,0,0 +y(0,1,0 + (0,0,2. Esun plano paralelo al anterior que pasa por el
punto(0,0, 2. El dibujo esta en el ejemplo 2 del apartado anterior.

5. Six+y = 1 entoncey = 1- x; zes cualquier punto pues no tiene ninguna restriccion.

De aca resulta que un punto de este plano es de la forma

X=(x1-x2 =x(1,-1,0+20,0,D + (0,1,0.

Para graficar, podemos ayudarnos con el pbio-1,0) + z(0,0, 1), que es el paralelo que pasa
por el origen y contiene las rectag1,-1,0) y (0,0, 1). Luego, lo trasladamos al punto

(0,1,0.

P=(x,1-x,2)
(0,1,0)
0,1,1)
(1.0.0)

or ON

Otra forma de resolver es encontrando tres puntos no abseqe estén en el plano. Un punto
es el de pasd0, 1,0. Para encontrar otros, les damos valores a los pardmetros: 8y
z=1, obtenemoX = (0,1,));six=1yz=0,X = (1,0,0.

6. Observamos que este plano contiene los puids 0, (0,3,0 vy (0,0,3. Para obtener la
ecuacion parametrica, podemos despgjabteniendoz = 3— x—y. Luego, un punt del
plano es de la formX = (x,y,3—-x-y) = x(1,0,-1) + y(0,1,-1) + (0,0, 3.
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Interseccion de planosEcuacion implicita de una recta
Como hemos visto, una ecuacion lineal en el plano represeataecta. Sin embargo, en
el espacio, representa un plano. Para obtener una rectéamod pensarla como
interseccion de dos planos no paralelos. Por ejemplo: sideramos los planos dados por
x =0, ey+z =1, el siguiente sistema, dado por las ecuaciones de ambusspla

representa la recta interseccion. Diremos que éstaezsikcion implicitade
y+z=1
esta recta.
Hallar la solucion del sistemas hallar la ecuacion paramétrica de esta recta, la cual nos
da una manera de generar todos los puntos que verifiquersaanbaciones. En este caso, de
la segunda ecuacion obtenemos guel —y. Comox = 0, la ecuacion paramétrica de la

rectaesX = (0,y,1-y) =y(0,1,-1) + (0,0, |.

Interseccion de una recta con un plano
Calcular la interseccion dey = en cada caso:
1. L1 : X=0a(1,3-1)+(2,2,0y7m : X+y+z=1.
2. L : X=0a(1,-1,0+(1,0,)y7 : X+y+z=1.
3. L3 : X=0a(1,-1,0+(2,0-)y7m : Xx+y+z=1.
Solucion
1. Siun puntoX esta erlLi, entonceX = (x,y,2) = (a + 2,32 + 2,—a). Si ademas este punto esta
en el planar, entonces debe satisfacer la ecuaciény + z = 1. Reemplazando las
coordenadas d¥ es esta ecuacion, obtenenas 2+ 3a + 2—a = 1, de donder = —1.

EntonceX = (-1+2,3% (-1) + 2,-(-1)) = (1,-1,1). Luego,XNLy = {(1,-1,1)}|
2. Ahora un punto de la recta es de la for(Ragy, 2) = (a + 1,—a, 1). Reemplazando en la ecuacion
del plano obtenemos + 1—a + 1 = 1, de donde 2 1. De aca concluimos qéN L, = &

(no se cortan).
3. Ahoratenemo$x,y,z) = (a + 2,—a,-1), y al reemplazar en la ecuacion del plano
a+2-a—1=1nosqueda E 1. Todo punto de la recta satisface la ecuacion del plano,

entonce$X N Lz = L3 (la recta esta contenida en el plano).

Posiciones relativas entre
“\_rectas y planos




Ejercicios varios
1. SearL; : y=5x-3;Ly: X=1(2,1 + (5,0); P el punto de_; con ordenada igual a 7Q el
punto delL, con abscisa igual a 2.
Encontrar la ecuacion paramétrica de la recta que pasa pQ.
2. Searl; larecta de direcciof2,-1) que pasa pof8,-2) y L, la recta de ecuacion
X=a(-1,1) +(9,-7).
Hallar, si existe, el punto d&? en que se cortab; y L.
3. Sed. larecta deR® que pasa poA = (1,3,-1) yB = (4,1,0.
Hallar el punto dd. cuya segunda coordenada sea igual a O.
4. Para larecta del ejercicio anterior, hallar todos log@aique estan en alguno de los planos
coordenados.
Soluciones
1. Para encontrd?, hacemoy = 7 y despejamos de 7= 5x— 3: esx = 2. EntoncesP = (2,7).
Para encontra@, vemos que los puntos (H.Q son de la form& = (2t + 5,t). Si la abscisa es 2,
resulta que 2+ 5 = 2, luegot = &> = - 3
Reemplazandopor su valor, obtenemds (2,—— :
Larecta que pasap&yQesX =a(Q-P)+P = a((2,—% -(2,7) +(2,7),luego la
respuesta X = a(0,—3L) + (2,7).
2. EsLi: X=p(2,-1) + (8,-2), luego, un punto de esta recta es de la fo(@fa+ 8,— — 2).
Un punto dd_; es de la formd—a + 9,a — 7).
Si un punto esta en ambas rectas, debe(86r+ 8,—- - 2) = (—a + 9,a — 7).
26+8=-a+9
B-2=a-7
De la segunda ecuacién obtenemos —f + 5; reemplazando en la primera:
2+8=—-(-p+5)+9, de dondgp = 4.
El punto buscado es entond@$—4) + 8,—(-4) — 2) = (0, 2). Esto es,
el punto interseccioén de las rectas es (0,2).
Observemos que = - +5 = 4+ 5 = 9, de donde podriamos haber obtenido la solucion
calculandd—a + 9,a — 7) = (0,2) paraa = 9.
3. Para hallar la recta que pasa poy B primero hallamos la direccion:
(B-A) =(4,1,0-(1,3-1) = (3,-2,1). Entonces, la recta tiene ecuacion paramétrica:
X=0a(3,-2,1)) +(1,3-1). Luego:X = (e + 1,—-2a + 3,0 — 1).
Si la segunda coordenada es O, resuflia+ 3 = 0, de dondex = %
Reemplazando en la expresion genérica de un punto de lahadenday = % obtenemos el
punto($+,0,4

Entonces:

Entoncesiel punto de. se segunda coordenada O(éﬁ, 0,1

4. Nos piden hallar los puntos de la recta de ecuakién(3a + 1,—2a + 3,a — 1) que estén en
alguno de los planos coordenados. Si observamos lo que Hezobs en el ejercicio anterior,
hemos hallado uno de los puntos pedidos, ya que

a. intersecar con el plano coordenades buscar el punto que tiene primera coordenada
igual a 0,

b. intersecar con el plano coordenadees buscar el punto que tiene segunda coordenada
igual a 0,

c. intersecar con el plano coordenagees buscar el punto que tiene tercera coordenada igual
ao.



Ya hemos hecho b. Ahora vamos a hacer a., quedando c. comizigier
EsX = (3¢ + 1,—2a + 3,a — 1), y nos piden qued+ 1 = 0, entonces = -, con lo cual
X=@-3)+1,-2(-1)+3,(-1)-1) = (0,4 ,-2).

1 31 3

Entoncesgel punto de la recta que esta en el plano coordegadeX = (O,%,—% :




Aplicaciones a la economia: ecuacion
presupuestaria, recta balance y plano balance

Supongamos que un consumidor quiere invertir exactamente un monto de
$ M - presupuesto del consumidor - en dos bienes A y B, cuyos precios por
unidad son $p4 y $pp respectivamente. Si

x = cantidad de unidades que compra de A e
y = cantidad de unidades que compra de B,

entonces la ecuacion
M =paz +pBY
se llama ecuacion presupuestaria, y da todas las combinaciones de unidades de

A y B que se pueden comprar en estas condiciones.

Ejemplo
Queremos gastar exactamente $150 en cuadernos y biromes. Cada cuaderno
cuesta $10 y cada birome cuesta $5. Si vamos a comprar x cuadernos e y biromes,
entonces la ecuacién presupuestaria en este caso es

150 = 10x + 5y

Podemos escribir esta ecuacién de otra forma. Dividamos a ambos miembros
por 150, entonces:

_ 10 5
1= 1562 + 1559

Simplificando:
=%+

Esta forma de escribir la ecuacién se llama ecuacion segmentaria.
La gréafica de la ecuacion es una recta, y se llama recta balance.
Observaciones:

1. Dibujamos sélo en el primer cuadrante, ya que como x e y son cantidades,
deben verificarse las condiciones x > 0 e y > 0.

2. La méxima cantidad de cuadernos que podemos comprar es 15 (en cuyo
caso, no compramos hinguna birome)



35

Recta balance: 150=10x+5y ——

y=30-2x

20 25 30
balance 1.png

3. La cantidad méxima de biromes que podemos comprar es 30 (y no com-
pramos ningun cuaderno)

4. Recordemos que la ecuacion segmentaria es 1 = % + 25 de acé obtenemos
inmediatamente los valores maximos de los items anteriores.

5. La pendiente de la recta es negativa, al igual que en todas la rectas balance,
va que si M = ax + by, con a > 0y b > 0, entonces y = —%x—&—%. En
este ejemplo, y = —2x + 30.

6. Los puntos del primer cuadrante que pertenecen a la recta nos dan todas
las posibilidades de compra. En este caso, como son cuadernos y biro-
mes, s6lo nos interesan los puntos de coordenadas enteras. Por ejemplo,
podemos comprar 1 cuaderno y 28 biromes; o 2 cuadernos y 26 biromes,
etc.

Si en lugar de querer comprar dos producto queremos comprar tres, la ecua-
cién presupuestaria es de la forma

M =pazx+ ppy + pcz

donde z es la cantidad de unidades que compramos del tercer producto C, y pc
es el precio por unidad de C. En este caso, el gréifico es un plano, llamado plano
balance.

Ejercicios

1. Un consumidor dispone de un presupuesto fijo de $45 para la compra de
dos productos A y B, cuyos precios por unidad son, respectivamente, de
$3 y $5.

a) Determinar la ecuacién presupuestaria.
b) (Cudl es el méximo de unidades que puede comprar de A?

¢) ;Cuél es el mdximo de unidades que puede comprar de B?
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Enumerar todas las posibles compras que puede hacer, gastando todo
el presupuesto.

2. La ecuacién presupuestaria para la compra de tres productos A, B y C de
un consumidor es 1200 = ax + 20y + cz, donde z, y y z son las cantidades
de unidades que compra de cada uno de ellos respectivamente. Sabiendo
que la maxima cantidad de unidades de A que puede comprar es 40, y si
compra 1 unidad de A, 2 de B y 5 de C gasta todo el presupuesto.

a)
b)

Determinar los valores de a y de c.

;,Cudl es el maximo de unidades que puede comprar de B?

Soluciones

1.

a)

La ecuacion presupuestaria es 45 = 3z + 5y. Hacer el grafico como
ejercicio.

La ecuacién segmentaria es 1 = % + §, luego, el méximo de unidades
que puede comprar de A es 15.

El méximo de unidades que se pueden comprar de B es 9.

La ecuacion explicita de la recta es y = f%x + 9. Las soluciones
enteras del primer cuadrante son (0,9), (5,6), (10,3) y (15,0) (ver el
dibujo sugerido en a).

La ecuacién presupuestaria ahora es 1200 = ax+20y+cz. La maxima
cantidad de unidades de A que puede comprar se obtiene cuando no
compra nada de B y de C; luego, 1200 = a % 40 + 20 * 0 4+ ¢ % 0.
Despejando, a = 30. Ademds, si compra 1 unidad de A, 2 de By 5
de C gasta todo el presupuesto: 1200 = 30%1420%2+ cx 5, de donde
c=10.

Sabemos ya que 1200 = 30z + 20y + 10z. Podemos hacer x = 0,
z = 0 y despejamos el méximo valor que puede tomar y, que es 6.
En el caso de tres variables, tambien podemos escribir la ecuacién
presupuestaria como: 1 = 5 + % + 75, luego, el maximo de unidades
que puede comprar de B es 6.



