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PRÁCTICA 1

R2

Plano y puntos del plano .
Para representar pares de números, usaremos un "sistema de coordenadas ortogonal": dos

rectas que se cortan en ángulo recto. SiR es el conjunto de números reales, pongamos

R2 � �x,y� : x � R, y � R

cuya representación geométrica es:

x

y

(x,y)

x

y

R

primer cuadrantesegundo cuadrante

tercer cuadrante cuarto cuadrante

2

Los elementos deR2 se llamanpuntos del plano, siendox la primera coordenadao
abscisa, ey la segunda coordenadau ordenada. El eje horizontal se llamaeje x, el vertical
se llamaeje y, y la intersección de ambos ejes se llamaorigen.

Ejemplos de puntos:

x

y

(2,3)

(-3,2)

(-5,-1)

(3,-2)

1

1

-5

-1

-3

3

2

2 3

-2

Observemos que, aunque no es obligatorio, hemos elegido la misma escala en ambos
ejes.



¿Qué distingue a cada cuadrante? El signo de las coordenadas,

siendo:
1er cuadrante: x�0, y�0 2do cuadrante: x�0, y�0

3er cuadrante: x�0, y�0 4to cuadrante: x�0, y�0

Los puntos en los ejes son de la forma:
�x, 0� en el ejex

�0,y� en el ejey
,

la intersección de ambos es el origenO � �0,0�.

x

y

(1,0)

(0,2)

(-4,0)

(0,-3)

(0,0)

Operaciones entre puntos. Ecuación paramétrica de una recta.
Suma

Los puntos del plano se puedensumar:

�x,y� � �x´,y´� � �x � x´,y � y´�

x

y

x x x+x

y

y

y+y

(x,y)+(x´,y´)=(x+x´,y+y´)

Construyendo un paralelogramo

a partir del origen y los puntos que

sumamos como indica la figura,

la diagonal de este paralelogramo

une el origen con el punto suma.

Regla del paralelogramo



Ejemplos
1. �1,2� � �3,5� � �4,7�
2. �1,�2� � ��3,5� � ��2,3�
3. ��1,2� � ��3,5� � ��4,7�
4. �1,2� � ��1,5� � �0,7�
5. �1,2� � ��1,�2� � �0,0�.

Como ejercicio, se recomiendo hacer los dibujos correspondientes de 1 y 5.
Producto por escalares

También se puedenmultiplicar por escalares-esto es, por un número real:

��x,y� � ��x,�y�

Ejemplo
Multipliquemos al punto�2,1� por distintos escalares:
2�2,1� � �4,2�
3�2,1� � �6,3�
��1��2,1� � ��2,�1�.
Grafiquemos los puntos obtenidos:

x

y

(2,1)

2(2,1)

3(2,1)

(-1)(2,1)

Vemos que todos estos puntos están alineados.
En general:��x0,y0� es una recta que pasa por el origen y el punto del plano�x0,y0�.
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y

(2,1)

2(2,1)

3(2,1)

(-1)(2,1)



El vector��x0,�y0� se llamaopuestoal vector�x,y�. Además, pondremos��x,y� en
lugar de��1��x,y�.

ConX notaremos puntos deR2, esto es,X � �x,y�.
Consideremos ahora la rectaL0 : �2,1� y a cada punto de la misma sumémosle el punto
�0,3�. Como cada punto de la recta es de la forma��2,1�, al sumar�0,3� obtenemos
obviamente el punto��2,1� � �0,3�. Gráficamente:

x

y

(2,1)

2(2,1)

3(2,1)

(-1)(2,1)

(-2,2)

(0,0)

(0,3)

(2,4)

Por ejemplo: (2,4)=(2,1)+(0,3)

Los puntos de la recta L

se obtienen sumándole

a cada pundo de la recta

el punto (0,3), que

llamaremos punto de paso.

L

L
0

 L 0

Si le sumamos a cada uno de los puntos de una rectaL0 que pasa por el origen un punto
fijo, obtenemos -aplicando la regla del paralelogramo- unarectaL con la misma dirección de
la primera, que pasa ahora por el punto que hemos sumado.
En este caso, la recta que pasa por el origen es��2,1�. El punto�2,1� se llamavector
direccióndeL y �0,3� es unpunto de paso.
Observemos que si ponemos�4,2� en lugar de�2,1� -o cualquier punto�x0,y0� � �0,0� de
L0- y �2,4� -o cualquier otro punto deL- hubiéramos obtenido la misma recta.

En general, si�x0,y0� � �0,0�, la ecuación

X � ��x0,y0� � �p,q�

se llamaecuación paramétricadeL, �x0,y0� es unvector direccióny �p,q� un punto de paso.
Para cada valor del parámetro obtenemos un punto de la recta.
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Para graficar, podemos construir una tabla del tipo

� �x,y�

... ...

... ...

.

Por ejemplo, en el caso deL : ��2,1� � �0,3� , obtenemos:

� �x,y�

0 �0,3�

1 �2,4�

.

Vamos a ver ahora otro forma de escribir una recta, sin usar parámetro.

Ecuaciones implícita y explícita de una recta.
Consideremos la recta

L : X � ��2,1� � �0,3�

Si �x,y� es un punto de la rectaL, es

�x,y� � ��2,1� � �0,3�

Pero para que dos puntos del plano sean iguales, deben ser iguales coordenada a coordenada.

Esa igualdad es equivalente a que se cumplan las dos igualdades siguientes:
x � 2�

y � � � 3

Despejando el parámetro de la primera ecuación, tenemos que� � 1
2 x. Reemplazando en la

segunda obtenemos quey � 1
2 x � 3, de donde� 1

2 x � y � 3. Esta es laecuación implícitade

L.
En general, siA, B y C son números reales conA � 0 o B � 0 entoncesAx� By � C es

la ecuación implícita de una recta.
Ejemplos:

Graficar las rectas cuyas ecuaciones implícitas son, respectivamente:
1. L1 : �x � 3y � 2
2. L2 : 5y � �4
3. L3 : �x � �3

Observemos que como sabemos que los puntos que satisfacen cada una de las ecuaciones
están en una recta, en cada casobastará con encontrar dos puntos.

1. ParaL1: veamos las intersecciones de la recta con los ejes: six � 0, tenemos quey � 2
3 ; si

y � 0 entoncesx � �2. Tenemos entonces que los puntosA � 0, 2
3 � L1 y

B � ��2,0� � L1.
2. ParaL2: es, cualquiera sea el valor dex, y � �4

5 . Por ejemplo, los puntosC � �0, �4
5 � y

D � �1, �4
5 � son puntos deL2. L2 es unarecta horizontal.

3. ParaL3: es, cualquiera sea el valor dey, x � 3. Los puntosE � �3,0� y F � �3,1� están enL3.
L3 es unarecta vertical.
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Observemos que si tenemos en general una ecuación implícitaAx� By � C en la cual
B � 0, vamos a poder despejar la variabley. Este es, por ejemplo, el caso de
L4 : �3x � y � 2; si despejamosy obtenemos:y � 3x � 2. Esta es laecuación explícitade
L4.
En general, laecuación explícita de una rectaes de la formay � mx� b, dondemy b son

números reales.mse llamapendientede la recta yb ordenada al origen.
Ejemplo:

GraficarL4 : y � 3x � 2.
Como antes, podemos ayudarnos con una tabla. La diferencia es que ahora, en lugar de darle
valores al parámetro para obtener un punto de la recta, le damos valores ax y obtenemos los

correspondientes valores dey:
x y

0 2

1 5

x

y

b=2
1

3

L
4

Si incrementamos en 1 unidad

el valor de la abscisa, aumenta

en 3 unidades el valor de la

ordenada.La ordenada al origen

es donde la recta corta

al eje y.

5

1

 

En este caso, 3 es la pendiente.   

(Podemos imaginar que en una 

montaña, avanzando una unidad

en sentido horizontal, subimos 

tres unidades: la pendiente es ¨3¨):

Ahora comparemos rectas con distintas pendientes. Para esto, vamos a graficarL4 :
y � 3x � 2, L5 : y � 5x � 2, L6 : y � 1

2 x � 2.
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y

b=2

4

L

L

L
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m crece

Ahora, grafiquemosL7 : y � �3x � 2, recta cuya pendiente es negativa.

x

y

x y

0 2

1 -1

L
7

2

1

-1

Recta con 

pendiente 

negativa.

(Observemos que, al avanzar

una unidad, ¨bajamos¨ tres: 

la pendiente es -3).

(Si la pendiente es negativa, podemos imaginar que, en lugarde subir una montaña,
estamos bajando.)

Dados dos puntos, hallar la ecuación explícita de la recta que pasa por ambos.
1. Supongamos que queremos hallar la ecuación explícita de la rectaL8 que pasa por los puntos

P � �1,�2� y Q � ��3,4�. Como los puntos tienen distinta abscisa, la recta que pasa por ambos
no es vertical, luego,tiene ecuación explícita: y � mx� b. ComoP y Q son puntos de la recta,
se deben verificar las ecuaciones:

�2 � m. 1 � b

4 � m.��3� � b

Restando miembro a miembro, logramos eliminarb, obteneniendo:�6 � 4m.
Entonces,m � �6

4 � � 3
2 . Ahora reemplazamos el valor obtenido en cualquiera de las dos

ecuaciones. Eligiendo la primera tenemos que:�2 � � 3
2 1 � b, de dondeb � �2 � 3

2 �

� 1
2 . Entonces, la recta que pasa porP y Q tiene ecuación:L8 : y � � 3

2 x � 1
2 .



x

y

1

-2

-3

4

-1/2

y=(-3/2)x-1/2

2. Si los puntos tienen la misma abscisa, la recta que pasa porambos es vertical, y no tiene
ecuación explícita. Por ejemplo, siP � �3,�2� y Q � �3,4�, la ecuación de la recta que pasa por
ambos esx � 3.

x

y

3

-2

4

x=3

P

Q

Dada la ecuación explícita, hallar la ecuación paramétrica.
Supongamos que queremos hallar la ecuación paramétrica de

L8 : y � � 3
2

x � 1
2

Si un punto está en esta recta, entonces es de la formax,� 3
2 x � 1

2 .
Observemos que:

x,� 3
2 x � 1

2 � x,� 3
2 x � 0,� 1

2 � x 1,� 3
2 � 0,� 1

2 . Luego, la
ecuación paramétrica deL8 es

X � x 1,� 3
2 � 0,� 1

2

donde 1,� 3
2 es el vector dirección y0,� 1

2 es un punto de paso.
Observemos que en general,si

L : y � mx� b,

entonces un punto deL es de la forma�x,mx� b�. Y como

�x,mx� b� � �x,mx� � �0,b� � x�1,m� � �0,b�

obtenemos la siguienteecuación paramétrica de L:



X � x�1,m� � �0,b�.

Observemos que siL : y � mx� b, entonces�1,m� es un vector dirección y�0,b� es un
punto de paso.

Ejemplo:
Dada la rectaL9 : 2x � y � 3, queremos hallar una ecuación paramétrica de esta recta.

Por lo visto recién, es inmediato hallar la ecuación paramétrica a partir de la explícita.
Entonces, despejamosy � �2x � 3. En este caso esm � �2 y b � 3, obteniendo
X � x�1,�2� � �0,3� la ecuación paramétrica buscada.

Si no recordamos la forma general, observamos que siX � �x,y� es un punto deL9, entonces,
comoy � �2x � 3, resultaX � �x,�2x � 3� � �x,�2x� � �0,3� � x�1,�2� � �0,3�.

x

y

L9

1

-2

3

Rectas paralelas
Ejemplos

Graficar, escribir en forma explícita y determinar la pendiente de las siguientes rectas:
L1 : X � ��1,3� � ��1,2�, L2 : X � ��2,6� � �2,�1�,
L3 : X � ��3,�2� � �0,2�, L4 : X � ���1,�4� � �1,3�.
Grafiquemos primeroL1. Para esto, consideremos la recta auxiliarL : X � ��1,3� , y

después a cada punto deL le sumamos el punto de paso��1,2�.

x

y

1

1

3

-1

2

5
L

L

Ambas rectas tienen

el mismo vector dirección.

L pasa por el origen,

L
1
 pasa por el (-1,2).

Agreguemos ahoraL2 : X � ��2,6� � �2,�1�.
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1

1
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-1

2

2

2
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5

L

L

L

L
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1

2

El vector dirección de

es un múltiplo del

vector dirección de

EscribamosL1 en forma explícita: si

�x,y� � ��1,3� � ��1,2�

entonces

x � � � 1

y � 3� � 2

De la primera ecuación obtenemos� � x � 1.
Reemplazamos en la segunda el valor de� obtenido y obtenemos quey � 3�x � 1� � 2 , de
donde la ecuación explícita deL1 esL1 : y � 3x � 5.

Hacemos lo mismo para el caso deL2: si

�x,y� � ��2,6� � �2,�1�

entonces

x � 2� � 2

y � 6� � 1

De la primera obtenemos� � x�2
2 � 1

2 x � 1. Reemplazamos en la segunda ecuación:

y � 6� 1
2 x � 1� � 1. Ahora la ecuación explícita esL2 : y � 3x � 7 .

Definición: dos rectas sonparalelassi tienenigual pendienteo si ambas sonrectas
verticales.

Observemos que si dos rectas están dadas en forma paramétrica,son paralelas si el
vector dirección de una es múltiplo del vector dirección de la otra.
Entonces, para ver si dos rectas son paralelas, si están dadas en forma explícita: comparamos
sus pendientes. Si están dadas en forma paramétrica: comparamos sus vectores dirección.
Por ejemplo, como�2,6� � 2�1,3�, las rectasL1 y L2 son paralelas.

Grafiquemos ahoraL3 : X � ��3,�2� � �0,2�.
Observemos que�3,�2� � 3�1, �2

3 �, de donde el vector�1, �2
3 � nos da la misma dirección

que�3,�2�. Entonces, se puede poner:L3 : X � ��1, �2
3 � � �0,2�. Pero entonces la

pendiente esm � �2
3 . -ver final de la clase 1. Además, vemos que la ordenada al origen es



b � 2, de donde la ecuación explícita esL3 : y � �2
3 x � 2 .

En general, si el vector dirección es�a,b�, cona � 0, entonces�a,b� � a�1, b
a � y

m � b
a .

x

y

1 3

-2/3

-2

Los puntos (1,-2/3) y (3,-2)

están en la misma recta que

pasa por el origen. 

Es (3,-2)=3(1,-2/3).

m=-2/3

Busquemos ahora la ecuación explícita deL4 : X � ���1,�4� � �1,3�.
Observamos que la pendiente esm � �4

�1 � 4. Ponemos entonces:y � 4x � b.
Para hallarb, usamos el punto de paso�1,3� : 3 � 4.1� b, de donde obtenemosb � �1.
Es entoncesL4 : y � 4x � 1. Queda hacer el gráfico como ejercicio.

Observación:
Según nuestra definición, sabemos queL1 : X � ��1,3� y L2 : X � ��2,6� son rectas

paralelas ya que�2,6� � 2�1,3�, esto es, el vector dirección de una es un múltiplo del vector
dirección de la otra. (Observar también que�1,3� � 1

2 �2,6�) En este caso, como son rectas
que pasan por el origen, al ser paralelas, son coincidentes.Grafiquemos.
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(x,y) (x,y)

Si bien para dibujar una recta

basta con darle dos valores 

al  parámetro, hemos agregado

en cada caso un tercer valor

para corroborar que las dos

rectas son coincidentes.

0

1

2

0

1

1/2

(0,0)

(1,3)

(2,6)

(0,0)

(2,6)

(1,3)

a a bb

Si recordamos la interpretación que le habíamos dado a la pendiente, veamos que, en el
primer caso, si los puntos hallados inicialmente son�0,0� y �1,3�, podemos ver que al
incrementar una unidad la primera coordenada, la segunda seincremento en tres. En el
segundo, si los puntos hallados inicialmente son�0,0� y �2,6�, ahora, al incrementar dos



unidades la primera coordenada, la segunda se incremento enseis.Mantuvimos la
proporción: 3

1 � 6
2 (� pendiente). Recordando que los vectores dirección son,

respectivamente,�1,3� y �2,6�, y la pendiente es31 (� 6
2 �, podemos suponer que si

L3 : X � ��a,b� es paralela a las anteriores, entoncesb
a � 3. Efectivamente:

X � ��a,b� � �a�1, b
a � � ���1, b

a �, de dondem � b
a .

Si hubiéramos partido de rectas con vector dirección�0,b�, no podríamos tomar el
cociente b

a , estas rectas no tienen pendiente. Pero es fácil ver el paralelismo: son todas
paralelas entre sí, pues son todas rectas verticales.

Ejercicios
1. Hallar una paralela aL : y � 2x � 4

a. que pase porA � �0,2�,
b. que pase porB � �1,�5�.

2. Dar la forma paramétrica de la ecuación de una recta paralela aL : X � ���5,2� � �1,0�
a. que pase por�0,0�,
b. que pase por��1,�3�.

Resolvemos:
1. Las rectas buscadas son paralelas a la dada, luego, todas tienen la misma pendientem � 2.

a. En este caso, la ordenada al origen es dato, siendob � 2.
La recta buscada esy � 2x � 2 .

b. Pongamosy � 2x � b. ComoB es un punto de la recta, se debe verificar que�5 � 2.1� b.
Despejando obtenemos queb � �7.
La respuesta ahora esy � 2x � 7 .

2. Trabajamos ahora en forma paramétrica, por ser las rectasbuscadas paralelas a la dada deben
tener como vector dirección un múltiplo del punto��5,2�. Podemos tomar directamente este
punto como vector dirección de ambas rectas.

a. Si ponemosX � ���5,2� , esta recta cumple lo pedido: si� � 0, X � �0,0�, luego, pasa

por el origen.
b. Tomamos como punto de paso a��1,�3�. La recta buscada es:

L : X � ���5,2� � ��1,�3� .

Intersección de rectas
Si tenemos dos rectasdistintasen el plano, puede pasar que:

1. se corten en un sólo punto
2. sean paralelas, por lo que no van a tener puntos en común.

Observemos además que dos rectas que tienen más de un punto encomún, son la misma
recta, y en este caso, también son paralelas.

Gráficamente:



x

y

-3

-4

L L

L
L

1 1

2
2

:y=2x-3.

:y=3x-4.

Si (x,y) está en las dos rectas, entonces:

2x-3=3x-4.

Despejando:
x=1.

Reemplazando en cualquiera de las dos rectas:

y=-1.

(1,-1)

Caso 1:

x

y

1

3

L

L

1

2

Si (x,y) está en ambas rectas,

entonces

-x+3=-x+1.

Pero entonces, cancelando la variable x:

3=1.

Como esto último es falso, 

resulta que las rectas no tienen puntos comunes. 

Caso 2:
L

L

1

2

:y=-x+3

:y=-x+1

Ejercicios
Calcular las intersecciones deL1 y L2 en cada caso. Los gráficos quedan como ejercicio.

1. L1 : x � 4y � 2 L2 : 2x � 8y � 4
2. L1 : x � 4y � 2 L2 : 2x � 8y � 0
3. L1 : x � 4y � 2 L2 : x � y � 0
4. L1 : 2x � 3y � �1 L2 : X � ��1,�3� � �2,2�
5. L1 : �x � 3y � 1 L2 : X � ��3,1� � �1,1�
6. L1 : X � ��1,�3� � �2,�2� L2 : X � ��3,1� � ��2,0�

Soluciones:
1. Despejandoy en cada una de las rectas, obtenemos:L1 : y � � 1

4 x � 1
2 , L2 : y � � 1

4 x � 1
2 .

Entonces, L1 y L2 son rectas coincidentes .

2. Procediendo de la misma manera que en el caso anterior, obtenemos:L1 : y � � 1
4 x � 1

2 ,
L2 : y � � 1

4 x. Estamos ahora en el caso de rectas paralelas no coincidentes:

L1 y L2 no tienen ningún punto en común .

Observación: Si Ax� By � C es la ecuación implícita de una recta, yB � 0, entonces al
despejar la variabley nos queda:y � � A

B x � C
B , de dondem � � A

B .



Directamente, en este ejemplo y en el anterior, las rectas son paralelas porque41 � 8
2 .

La diferencia entre los dos casos está dada por el término constante: en el caso anterior, vemos
quela segunda ecuación implícita se obtiene de la primera multiplicando a ambos miembros
por 2, de dondetienen el mismo conjunto de soluciones.
En el segundo caso, multiplicamos por 2todos los coeficientes del primer miembro, pero no el
término constante: éste será el caso deparalelas no coincidentes.

3. Despejamosx en ambas ecuaciones, obteniendo ahora:L1 : x � 2 � 4y , L2 : x � �y.
Entonces, si�x,y� es un punto que está en ambas rectas, debe ser 2� 4y � �y, de dondey � 2

3 .

Comox � �y, el punto en común es� 2
3 , 2

3 . Luego,L1 � L2 � � 2
3 , 2

3 .

4. Un puntoP deL2 es de la forma:P � �x,y� � ��1,�3� � �2,2� � �� � 2,�3� � 2�.
Si queremos que este punto esté también enL1, se debe satisfacer la ecuación:
2�� � 2� � 3��3� � 2� � �1.
Despejando� obtenemos:� � 1

11 .
Reemplazando en la expresión deP � �� � 2,�3� � 2�, obtenemos que el punto en que se
intersecan ambas rectas es:P � � 1

11 � 2,�3 1
11 � 2�.

Entonces, la intersección de ambas rectas es el puntoP � � 23
11 , 19

11 � .

5. Procedemos de la misma manera que en el caso anterior: un punto P deL2 es de la forma:
P � �x,y� � ��3,1� � �1,1� � �3� � 1,� � 1�.
Si queremos que también esté enL1 se debe verificar que��3� � 1� � 3�� � 1� � 1. Pero

entonces�3� � 1 � 3� � 3 � 1, de donde 2� 1. Esto significa que las rectas no se intersecan.

Otra manera de resolver este ejercicio es: comparando las pendientes, vemos que son iguales
por lo tanto las rectas son paralelas. Entonces, son coincidentes o no tienen ningún punto en
común.
Un punto deL2 es el�1,1�. Verificando que este puntono cumple la ecuación implícita deL1,
llegamos a la conclusión de que no se intersecan.

6. Ahora ambas rectas están dadas paramétricamente. Una manera de resolver el ejercicio es
escribir alguna (o las dos) en forma implícita y resolver como en los ejemplos anteriores. Otra
posibilidad es hallar directamente la intersección sin reescribirlas:
Si X � �x,y� es un punto deL1, entonces:�x,y� � ��1,�3� � �2,�2� � �� � 2,�3� � 2�.
Si X � �x,y� es un punto deL2, entonces:�x,y� � ��3,1� � ��2,0� � �3� � 2,��.
Si el punto está en las dos rectas, debe ser�� � 2,�3� � 2� � �3� � 2,��.
Igualando coordenada a coordenada, obtenemos el sistema deincógnitas� y �:

� � 2 � 3� � 2

�3� � 2 � �

Resolvemos. Como� está despejada en la segunda ecuación, reemplazamos en la primera:
� � 2 � 3��3� � 2� � 2, de donde� � �1. Al tener el valor del parámetro�, usamosL1 y
obtenemos que�x,y� � ��1 � 2,�3��1� � 2� � �1,1�. Podríamos obtener�:
� � �3��1� � 2 � 1. Utilizando la expresión deL2, �x,y� � �3 � 2,1� � �1,1�, por supuesto el
mismo punto. EntoncesL1 � L2 � ��1,1�� .

Cuidado! Si el ejecicio estuviera planteado: calcular la intersección de
L1 : X � ��1,�3� � �2,�2� y L2 : X � ��3,1� � ��2,0�, lo primero que hay que hacer es
¨cambiarle el nombre al parámetro de una de las dos rectas¨.Podemos poner
L2 : X � ��3,1� � ��2,0�, y recién ahora resolver. Si no hacemos esto, en generalno vamos a
encontrar el punto en común, por ejemplo, en este caso nos dió� � �1 y� � 1: condistintos
valores de los respectivos parámetros se obtiene el punto buscado.



Dos ejemplos más
1. Pasar a forma paramétrica la recta de ecuaciónL : 2x � 6.

Si �x,y� está en esta recta, debe verificar quex � 3, luego, es de la forma�3,y�. Como
�3,y� � y�0,1� � �3,0�, la ecuación paramétrica esy�0,1� � �3,0�. Directamente: al ser vertical,
podemos tomar como vector dirección el�0,1� y como punto de paso se puede poner cualquiera
cuya primera coordenada sea 3.

x

y

3

1

El eje y tiene 

ecuación

x=0.

La recta x=3 es paralela

al eje y, y pasa por el 

punto (3,0).

2. Hallar la ecuación paramétrica de la recta que pasa porP � �3,2� y Q � �9,4�.

x

y

2

4

m=
2

1

La recta que une los puntos (3,2) y (9,4)

tiene vector dirección (1,2/6).

Este vector tiene la misma dirección

que el vector (6,2).

6

Observemos que (9,4)-(3,2)=(6,2).

3 6 9

Veamos que, en general, la recta que pasa porP � �a,b� y Q � �c,d� tiene la dirección
de�c � a,d � b�:

si b � d (esto es, la recta no es vertical, haga un dibujo), ya sabemosque podemos poner
como vector dirección el punto�1,m�.
Pero�1,m� � �1, d�b

c�a �, y como�c � a,d � b� � �c � a��1, d�b
c�a �, podemos tomar�c � a,d � b�

como vector dirección.
si b � d, observemos que�c � a,d � b� � �c � a��1,0� , que tiene la dirección del punto

�1,0�, con lo cual es una recta vertical. (Ahorac � a, ya que los puntosP y Q son distintos.)
Directamente podemos observar que, dadosP y Q, la ecuación paramétrica de la recta

que pasa por ambos puntos es:X � ��Q � P� � P. Para verificar esto, basta con tomar� � 0
para obtenerX � P, y � � 1 para obtenerX � Q.



x

y

P

Q

Q-P

La recta que pasa por P y Q

tiene como vector dirección

a Q-P

Aplicaciones
1. Los costos operativos de una compañía crecen en forma lineal con el paso del tiempo. En dos

meses sucesivos los costos fueron $5000 y $6400. Estimar loscostos tres meses después (del
último).

2. Dos talleres A y B producen un mismo repuesto. El taller A tuvo un costo de instalación de
$7000 y cada repuesto vendido le produce una ganancia de $35.El taller B tuvo un costo de
instalación de $4200 y cada repuesto vendido le da una ganancia de $30. Plantear las ecuaciones
que representan el balance de cada taller en función del número de repuestos vendidos. ¿ A
partir de cuántos repuestos vendidos el taller A tendrá mayor beneficio que el de B?.

Solución:
1. Nos están informando que los costos operativos crecen linealmente con el paso del tiempo.

Podemos suponer que "arrancamos" en el intantex � 0 con costos de $5000, luego, parax � 2
éstos serán de $6400. Como la dependencia es lineal, si llamamosy al costo, es:y � mx� b. Por
la primera condiciónb � 5000, por la segunda 6400� m. 2 � 5000. Entonces,m � 6400�5000

2 �

700.
Resulta:y � 700x � 5000. Como nos están pidiendo el costo parax � 5, calculamos el costo
y � 700� 5 � 5000� 8500 .

(Con * notaremos la multiplicación, pues es el que usa el procesador que utilizamos)
2. La función balance del taller A esyA � 35x � 7000 (lo que tiene es lo que gana por artículo

menos lo que gastó).
Análogamente, el balance del taller B esyB � 30x � 4200. Aunque el ejercicio no lo pida,
grafiquemos. Para ubicarnos mejor, calculemos la intersección de las rectas que representan los
balances:

y � 35x � 7000

y � 30x � 4200

Es entonces 35x � 7000� 30x � 4200, luegox � 560 ey � 35� 560� 7000� 12600. (�
designa el producto usual de números, escribiremos indistintamente 35x o 35� x). Esto significa
que si en ambos talleres se fabrican 560 productos, la ganancia será (en los dos) de $12600.



x

y

-4200

-7000

560

12600

y
A

y
B

Al hacer 560 productos, se igualan los balances.

Si se fabrican menos de 560 productos, 

el taller B tiene mayor beneficio.

Si se fabrican más de 560 productos, 

el taller A tiene mayor beneficio.

y
A

y
B

Entonces,a partir de los 560 productos el taller A va a tener mayor beneficio que el B.

Más ejemplos
1. Resolver gráfica y analíticamente los siguientes sistemas

a.
3x � 2y � 1

x � y � 0

Si despejamosy en la segunda ecuación, obtenemos:y � x. Reemplazando el valor
obtenido dey en la primera ecuación, nos queda que 3x � 2x � 1, de dondex � 1

5 . Como
y � x, resultay � 1

5 . Entonces, la solución del sistema es:� 1
5 , 1

5 �. Si L1 es la recta
definida por la primera ecuación yL2 la definida por la segunda, podemos poner:

L1 � L2 � �� 1
5 , 1

5 �� .

x

y

1

1

1/5

1/5

x-y=0

3x+2y=1

L

L

1

2

b.
�x � 2y � 1

3x � 6y � �3

Observamos que si multiplicamos la primera ecuación miembro a miembro por "�3",
obtenemos la segunda, luego, ambas tienen el mismo conjuntode soluciones.
En este caso, para expresar el conjunto de soluciones, debemos escribir la recta en forma
paramétrica, que es la que nos dice "cómo fabricar" los puntos: dándole valores al
parámetro.
De la primera ecuación tenemos quex � 2y � 1, luego, un punto es solución si es de la
forma

�2y � 1,y� � y�2,1� � ��1,0�. La solución del sistema son los puntosX � ��2,1� � ��1,0�.



x

y

-1

1/2

L =L1 2

c.
2x � y � 3

4x � 2y � 1

Despejamosy de la primera ecuación y obtenemosy � 2x � 3. Reemplazando en la
segunda ecuación nos queda que 4x � 2�2x � 3� � 1. Distribuyendo obtenemos que
4x � 4x � 6 � 1, de donde si las rectas tuvieran un punto en común, obtendríamos que

6 � 1. Luego, las rectas no tienen puntos en común .

Podemos obtener esta conclusión directamente observando los coeficientes: el primer
miembro de la segunda ecuación es el doble que el primer miembro de la primera ecuación,
no así el término independiente.

x

y

3/2

-3

1/4
-1/2

L

L

1

2

d.

2x � y � 1

x � y � 2

3x � 2y � 5

Si un punto verifica la primera y la segunda ecuación, entonces (sumando miembro a
miembro ambas ecuaciones) tenemos que 3x � 3, de dondex � 1. Reemplazando este
valor en la primera ecuación (o en la segunda) tenemos quey � 1. Concluímos que las dos
primeras rectas tienen en común el punto�1,1�. Nos fijamos si este punto verifica la tercera
ecuación: 3.1� 2.1 � 5. Como sí la verifica, también está en la tercera recta. Indicamos la
solución del sistema poniendoS � ��1,1�� .



e.

2x � y � 1

x � y � 2

3x � y � 4

Las dos primeras ecuaciones son las mismas que en el ejemplo anterior, de donde sabemos

que el punto�1,1� es solución del subsistema
2x � y � 1

x � y � 2
. Debemos fijarnos ahora si

este punto satisface la tercera ecuación: 3.1� 1 � 4. Entonces, la recta definida por la
tercera ecuación no pasa por el�1,1�, con lo que no hay ningún punto que esté
simultáneamente en las tres rectas. Para indicar que las tres rectas no tienen ningún punto
en común ponemos:S � � .

x

y

1/2

-1

2

2

3

L

L

L

1

2

3

No hay ningún

punto que esté

simultáneamente

en las tres rectas.

f.

3x � y � 3

�x � 1
3 y � �1

6x � 2y � 6

Si empezamos haciendo cuentas, despejemosy en la primera ecuación: obtenemos
y � 3x � 3.
Reemplazamos en la segunda:�x � 1

3 �3x � 3� � �1. Distribuyendo, nos queda: -x�x-1�-1,
y simplificando obtenemos 0�0. Esto significa que todos los puntos de la primera ecuación
satisfacen la segunda: ambas ecuaciones definen la misma recta.
Si reemplazamos ahora en la tercera: 6x � 2�3x � 3� � 6 nos queda que: 6x � 6x � 6 � 6.
Igual que antes, esta ecuación define la misma recta que la primera.
En conclusión, el sistema tiene infinitas soluciones, y como �x, 3x � 3� � x�1,3� � �0,�3�,

la solución del sistema expresada en forma paramétrica esX � ��1,3� � �0,�3� .

2. Una compañía de enchapados para joyas de fantasía fabrica2 mezclas distintas, ambas a base de
plata y oro.
La mezcla Premium lleva 7 g de polvo de oro por cada 3 g de polvo de plata.
La mezcla Standard lleva 4 g de polvo de oro por cada 6 g de polvode plata. La compañía posee
en este momento un stock de 25 kg polvo de oro y 30 kg de polvo de plata.
¿Cuántos kg de cada tipo de mezcla debe fabricar para agotar el stock?

Solución



Pongamosx � kg de Premium a fabricar ey � kg de Standard.
Como tenemos restricciones de stock, planteamos una ecuación para la cantidad de oro
usado y otra para la de la plata.
Si se fabricanx kg de Premium, el oro gastado ahí será de7

10 x : si dividimos el total de la
mezcla Premium fabricada en diez partes iguales, 7 serán de oro y 3 de plata (suponiendo
que todavía no mezclamos- luego, hay7

10 x de kg de oro en la mezcla Premium).
Análogamente, si se fabricany kg de Standard, el oro gastado ahí es4

10 y, luego, la
"ecuación para el oro" es710 x � 4

10 y � 25.
De la misma manera, construimos la "ecuación para la plata":es 3

10 x � 6
10 y � 30.

Debe resolverse entonces el sistema

7
10 x � 4

10 y � 25
3
10 x � 6

10 y � 30

x � 0, y � 0

Observemos quex � 0, y � 0 pues se trata de kilos. Luego,

se deben fabricar 10kg de Premium y 45kg de Standard .

Hasta acá hemos trabajado sólo con dos incógnitas. Ahora comenzaremos a hacerlo con
tres. Para eso, primero estudiaremos:

R3

El espacioR3 está formado por las ternas de números reales:

R3 � �x,y,z� : x � R, y � R, z � R .

El puntoO � �0,0,0� se llamaorigen.

x

y

z

P=(x,y,z)

O

Así como el plano queda dividido en cuatro cuadrantes, ahoratenemos ocho octantes, de
acuerdo con el signo de las coordenadas.

Intentemos graficar los puntosA � �0,1,1�, B � �3,�2,3�, C � �0,0,�1� y
D � �5,4,0�:



x

y

z

1

1 A

3

-2

3

B

-1 C

5

4

D

Así como habíamos definido suma de puntos en el plano y multiplicación de un escalar
por un punto, definimos en el espacio:

1. �x,y,z� � �x´,y´, ź � � �x � x´,y � y´,z� ź �
2. ��x,y,z� � ��x,�y,�z�, siendo� � R.

Por ejemplo,�2,1,�1� � 3�1,0,5� � �2,1,�1� � �3,0,15� � �5,1,14�.
Definimos ahora:

Rn � �x1,x2, . . . ,xn� : x1 � R, x2 � R,...,xn � R .

El puntoO � �0,0, . . . ,0� se llamaorigen.
De la misma manera que en el plano y en el espacio, lospuntos de Rn se pueden sumar y

multiplicar por escalares. Por ejemplo, enR4:
�3�1,0,0,�2� � �2,1,1,6� � ��3,0,0,6� � ��2,�1,�1,�6� � ��5,�1,�1,0�.

Rectas en R3

En cada caso, representar en un sistema de coordenadas en el espacio.
1. Todos los puntos de la forma��1,2,0� :

Dándole valores al parámetro�, obtenemos puntos en el espacio:

� (x,y,z)

0 �0,0,0�

1 �1,2,0�

�1 ��1,�2,0�

x

y

z

1

2
-1

-2

L

Vemos que, al igual que en el plano, el gráfico deX � ��a,b,c� es una recta que pasa por el



origen.
2. Todos los puntos de la forma��1,2,0� � �0,0,3�:

Como antes, nos ayudamos con una tabla:

� (x,y,z)

0 �0,0,3�

1 �1,2,3�

Como se trata de una recta, basta con obtener dos puntos. Gráficamente:

x

y

z

3

Como en el plano, los puntos de la formaX � �V � P están en una recta.V se llamavector
direccióny P un punto de paso; esta ecuación es laecuación paramétricade la recta.
Igual que antes, dos rectas sonparalelassi el vector dirección de una es múltiplo del vector
dirección de la otra.

3. Dar la ecuación paramétrica de la recta que pasa por los puntosA � �0,1,0� y B � �0,0,4�.
De la misma manera que en el plano, podemos ponerX � ��B � A� � A: si � � 0 obtenemos
X � A, si � � 1 obtenemosX � B. El vector dirección esB � A, el punto de paso esA.
La ecuación es:X � ��0,�1,4� � �0,1,0� .

Observemos que hay más respuestas posibles. Por ejemplo:X � ��A � B� � B, o
X � ��A � B� � A, etc.
Como vector dirección se puede tomar cualquier múltiplo (nonulo) de�B � A�, esto es,
cualquier vector de la formak�B � A�, conk � 0, y como punto de paso cualquier punto de la
recta.

x

y

z

A

B

Observar que

B-A=(4,-1,0)

da la dirección

de la recta.

4

1-1

B-A

4. Hallar la ecuación paramétrica de la recta paralela a la anterior que pasa porP � �0,2,5�.



Ya que la recta que estamos buscando es paralela a la anterior, podemos tomar como vector
dirección�0,�1,4�. Como un dato es que la recta buscada pasa por�0,2,5�, ésta tiene ecuación:
X � ��0,�1,4� � �0,2,5� .

Posiciones relativas de dos rectas enR3

Calcular la intersección deL1 y L2 en los siguientes casos:
1. L1 : X � ��1,�4,2� � �3,1,0� L2 : X � ��2,�1,1� � ��3,�3,0�
2. L1 : X � ��2,4,�2� � �3,0,2� L2 : X � ���1,�2,1� � �5,4,0�
3. L1 : X � ��2,4,�2� � �3,0,2� L2 : X � ���1,�2,1� � �2,0,1�
4. L1 : X � ��1,�4,2� � �3,1,0� L2 : X � ��2,�1,1� � ��2,7,0�

Soluciones:
El método es similar al empleado en calcular las intersecciones de rectas en el plano

cuando ambas estaban dadas paramétricamente.
1. SiX � �x,y,z� es un punto deL1, entonces

�x,y,z� � ��1,�4,2� � �3,1,0� � �� � 3,�4� � 1,2��.

Si X � �x,y,z� es un punto deL2, entonces

�x,y,z� � ��2,�1,1� � ��3,�3,0� � �2� � 3,�� � 3,��.

Si X � �x,y,z� es un punto de ambas rectas, entonces ambas expresiones deben ser iguales, esto
es:

�� � 3,�4� � 1,2�� � �2� � 3,�� � 3,��

Igualando coordenada a coordenada, obtenemos el sistema detres ecuaciones (una por cada
coordenada) y dos incógnitas (� y �):

� � 3 � 2� � 3

�4� � 1 � �� � 3

2� � �

�1�

�2�

�3�

En (3), tenemos a� despejada. Reemplazamos en (1) y obtenemos� � 3 � 2�2�� � 3, de donde
� � 2. Como 2� � �, entonces� � 4. Cuidado, no nos olvidemos que todas las ecuaciones se
deben verificar (todas las coordenadas deben ser iguales),y no hemos aún impuesto que se
verifique (2). Nos fijamos si los valores hallados de los parámetros satisfacen esta ecuación:
�4 � 2 � 1

?
� �4 � 3. Sí, se verifica:�7 � �7 (recordar que� designa el producto de dos

números).
Haciendo� � 2 enL1, obtenemosX � �2 � 3,�4 � 2 � 1,2� 2� � �5,�7,4�.
Podemos chequear que no nos equivocamos haciendo� � 4 enL2, obteneniendo el mismo
puntoX � �2 � 4 � 3,�4 � 3,4� � �5,�7,4�.

Entonces,L1 � L2 � ��5,�7,4�� .

2. Procedemos igual que en el caso anterior, igualando los puntos de ambas rectas:

��2,4,�2� � �3,0,2� � ���1,�2,1� � �5,4,0�

Esto es:

�2� � 3,4�,�2� � 2� � ��� � 5,�2� � 4,��

Igualando coordenada a coordenada:



2� � 3 � �� � 5

4� � �2� � 4

�2� � 2 � �

�1�

�2�

�3�

En (3) tenemos� ya despejada. Reemplazamos en (1): 2� � 3 � ���2� � 2� � 5. Luego,
obtenemos que 2� � 3 � 2� � 3, esto es, 0� 0. ¿Y�? Lo que está pasando es que esta ecuación
se cumple para todo valor de�. Veamos qué pasa si reemplazamos en (2):
4� � �2��2� � 2� � 4. De acá también obtenemos que 0� 0, entonces la ecuación (2) también
se verifica para todo valor de�.
¿Qué significa esto? Que con cualquier valor del parámetro se obtiene un punto común deL1 y
L2, esto es, son rectas coincidentes. Por ejemplo: si� � 0, obtenemos el punto deL1

X � �2 � 0 � 3,4� 0,�2 � 0 � 2� � �3,0,2�. También está enL2: usamos (3) para ver con qué
valor del parámetro� se obtiene este punto enL2: � � 2. Utilizando este valor obtenemos el
punto deL2 ��2 � 5,�2 � 2 � 4,2� � �3,0,2�. Queda como ejercicio comprobar que tienen otro
punto en común (tomar por ejemplo� � 1). Nuevamente concluimos que son rectas

coincidentes, pues si tienen dos puntos en común, son la misma recta. Esto es:L1 � L2 �L1 .

3. Procediendo como antes, siX es un punto deL1 y deL2 entonces
X � �2� � 3,4�,�2� � 2� � ��� � 2,�2�,� � 1�. Luego,

2� � 3 � �� � 2

4� � �2�

�2� � 2 � � � 1

�1�

�2�

�3�

De (2) obtenemos que� � �2�. Reemplazando en (1): 2� � 3 � ���2�� � 2, de donde...3� 2!.
Esto significa que ningún valor de� verifica la condición pedida, pues si lo hubiera,
concluiríamos que 3� 2. Entonces, no hay puntos deL1 que estén enL2.

Las rectas no tienen puntos comunes.

Observemos que los vectores direcciones cumplen�2,4,�2� � �2��1,�2,1�, es decir, las rectas
son paralelas.

4. Ahora,X � �� � 3,�4� � 1,2�� � �2� � 2,�� � 7,��. Resolviendo como recién, llegamos
también a que

las rectas no tienen puntos comunes, sin embargo,ahora no son paralelas.

Esta situación es nueva. En el plano, dos rectas que no son paralelas siempre tienen intersección
no vacía. En el espacio ¨hay más lugar¨. Imaginemos por ejemplo las rectas que contienen las
siguientes aristas de un cubo:



Claramente, no son paralelas. Tampoco se cortan (están contenidas en planos paralelos: una en
la cara de adelante del cubo, la otra en la de atrás).
Diremos que dos rectas sonalabeadassi no son paralelas y su intersección es vacía. (Observar
que esta condición es equivalente a pedir que no exista un plano que las contenga a ambas.)

Planos en R3

Ecuación paramétrica. Ejemplos.
1. Representar enR3 los puntos de la forma��1,0,0� � ��0,1,0�, � � R, � � R.

Si hacemos� � 0, nos quedan los puntos de la forma��1,0,0�, que ya sabemos que es una
recta, y que pasa por el origen. Como son los múltiplos de�1,0,0�, esta recta es el ejex.
Si hacemos� � 0, los puntos que obtenemos son de la forma:��0,1,0�, que es el ejey.
Y si sumamos un punto del ejex con uno del ejey obtenemos un punto del "plano del piso":
P � ��,�, 0�. Los parámetros pueden tomar cualquier valor, mientras quela tercera coordenada
debe ser 0.

x

y

z

O

Plano del piso:

z=0

P

2. Representar enR3 los puntos de la forma��1,0,0� � ��0,1,0� � �0,0,2�, � � R, � � R.
Ahora, un punto del plano es de la formaX � ��,�, 2�. Para graficar, podemos partir del plano
anterior, pero en este caso a cada punto del plano del piso "ledamos altura 2":

x

y

O

(

(

,0)

z

2

z=2

, , 2)

Este plano es paralelo al anterior.
En general, siV � R3, W� R3, los puntos de la formaX � �V � �Westán en un plano que pasa
por el origen.
Y, si P � R3, los puntos de la formaX � �V � �W� P están en un plano paralelo al anterior

que pasa por el puntoP. Esta ecuación se llamaecuación paramétrica del plano.



Ejemplo
Representar enR3 el plano� que pasa por los puntosA � �1,1,0�, B � �1,0,1� y

C � �1,0,0�.
Primero grafiquemos:

x

y

z

1

1

1

A

B

C

El plano buscado es el que 

contiene el triángulo de 

vértices A, B y C.

En particular, contiene los

segmentos AC y BC.

Ahora queremos encontrar la ecuación paramétrica de este plano. Para esto, veamos primero
cuál es la ecuación paramétrica del plano paralelo que pasa por el origen,�0, que es más
fácil.

x

y

z

1
A

B

C

El plano paralelo que pasa por el origen

contiene los puntos V=(0.1.0) y W=(0,0,1).

V

W

Observemos que

V � �0,1,0� � �1,1,0� � �1,0,0� � A � C, W � �0,0,1� � �1,0,1� � �1,0,0� � B � C

Entonces, la ecuación de�0 esX � ��0,1,0� � ��0,0,1� (No hace falta sumarle el punto de
pasoP � �0,0,0�. ) Ahora, lo trasladamos y hacemos que pase porC � �1,0,0�, obteniendo
la ecuación de�:

X � ��0,1,0� � ��0,0,1� � �1,0,0�.

En general, la ecuación paramétrica del plano que pasa por los puntos no alineados (se
pueden pensar como los vértices de un triángulo)A, B y C es

X � ��A � C� � ��B � C� � C



Ecuación implícita de un plano.
Ejemplo

Supongamos que tenemos la siguiente ecuación paramétrica de un plano:

X � ��1,0,2� � ��2,�1,3� � �4,1,�1�.

Los puntos que están en este plano verifican

�x,y,z� � �� � 2� � 4,�� � 1,2� � 3� � 1�.

Si igualamos coordenada a coordenada obtenemos el sistema:

x � � � 2� � 4

y � �� � 1

z � 2� � 3� � 1

.

Queremos ahora "eliminar" los parámetros� y �, para poder ver directamente cuál es la
relación que deben tener las coordenadas de un punto para queesté en el plano dado.
Despejando� de la segunda ecuación, tenemos que� � �y � 1.

Sustituyendo este valor en la primera ecuación, nos queda que: x � � � 2��y � 1� � 4 �
� � 2y � 6.
Ahora podemos despejar�: � � x � 2y � 6.

Sustituimos las expresiones obtenidas de los parámetros enfunción de las coordenadas en la
tercera ecuación:z � 2�x � 2y � 6� � 3��y � 1� � 1 � 2x � y � 10. Pasando a la derecha los
términos que contienen las variables, obtenemos la ecuación implícita del plano:
�2x � y � z � �10.
En general, laecuación implícita de un planoes de la formaAx� By� Cz � D , siendo

alguno de los coeficientesA, B o C distinto de 0.

Ejercicio
Representar los puntos deR3 que satisfacen:

1. x � 0.
2. y � 0.
3. z � 0.
4. z � 2.
5. x � y � 1.
6. x � y � z � 3.

Soluciones:
1. Como tres puntos no alineados determinan un plano, dibujemos tres puntos que verifiquen la

condición de que la primera coordenada sea 0. Por ejemploA � �0,0,0�, B � �0,1,0�,
C � �0,0,1�.
Podríamos poner también que, siX está en el plano, es de la forma
X � �0,y,z� � y�0,1,0� � z�0,0,1�. En particular, haciendoz � 0, vemos que están en el plano
los puntos de la formay�0,1,0� -el ejey- y los puntos de la formaz�0,0,1� -el ejez-. Este plano
se llamaplano coordenado yz.



x
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x=0

2. De la misma manera que en el caso anterior, podemos dar la ecuación paramétrica del plano
X � �x, 0,z� � x�1,0,0� � z�0,0,1�. Este plano se llamaplano coordenado xz. El dibujo queda
como ejercicio.

3. Ahora esX � �x,y, 0� � x�1,0,0� � y�0,1,0�. Éste es elplano coordenado xydonde el dibujo es
el "plano del piso".

4. Queremos ahora quez � 2, luego, un punto va a estar en este plano si es de la forma
X � �x,y, 2� � x�1,0,0� � y�0,1,0� � �0,0,2�. Es un plano paralelo al anterior que pasa por el
punto�0,0,2�. El dibujo está en el ejemplo 2 del apartado anterior.

5. Six � y � 1 entoncesy � 1 � x; zes cualquier punto pues no tiene ninguna restricción.
De acá resulta que un punto de este plano es de la forma
X � �x, 1 � x,z� � x�1,�1,0� � z�0,0,1� � �0,1,0�.
Para graficar, podemos ayudarnos con el planox�1,�1,0� � z�0,0,1�, que es el paralelo que pasa
por el origen y contiene las rectas:x�1,�1,0� y z�0,0,1�. Luego, lo trasladamos al punto
�0,1,0�.

x

y

z

O

x z P=(x,1-x,z)

0 0 (0,1,0)

0 1 (0,1,1)

1 0 (1.0.0)

Otra forma de resolver es encontrando tres puntos no alineados que estén en el plano. Un punto
es el de paso:�0,1,0�. Para encontrar otros, les damos valores a los parámetros: si x � 0 y
z � 1, obtenemosX � �0,1,1�; si x � 1 y z � 0, X � �1,0,0�.

6. Observamos que este plano contiene los puntos�3,0,0�, �0,3,0� y �0,0,3�. Para obtener la
ecuación paramétrica, podemos despejarz, obteniendo:z � 3 � x � y. Luego, un puntoX del
plano es de la formaX � �x,y, 3 � x � y� � x�1,0,�1� � y�0,1,�1� � �0,0,3�.



(3,0,0)

(0,3,0)

(0,0,3)

El plano buscado

es el que contiene

a este triángulo.

Intersección de planos. Ecuación implícita de una recta.
Como hemos visto, una ecuación lineal en el plano representauna recta. Sin embargo, en

el espacio, representa un plano. Para obtener una recta, podríamos pensarla como
intersección de dos planos no paralelos. Por ejemplo: si consideramos los planos dados por
x � 0, ey � z � 1, el siguiente sistema, dado por las ecuaciones de ambos planos

x � 0

y � z � 1
representa la recta intersección. Diremos que ésta es laecuación implícitade

esta recta.
Hallar la solución del sistemaes hallar la ecuación paramétrica de esta recta, la cual nos

da una manera de generar todos los puntos que verifiquen ambas ecuaciones. En este caso, de
la segunda ecuación obtenemos quez � 1 � y. Comox � 0, la ecuación paramétrica de la
recta esX � �0,y, 1 � y� � y�0,1,�1� � �0,0,1� .

Intersección de una recta con un plano.
Calcular la intersección deL y � en cada caso:

1. L1 : X � ��1,3,�1� � �2,2,0� y � : x � y � z � 1.
2. L2 : X � ��1,�1,0� � �1,0,1� y � : x � y � z � 1.
3. L3 : X � ��1,�1,0� � �2,0,�1� y � : x � y � z � 1.

Solución
1. Si un puntoX está enL1, entoncesX � �x,y,z� � �� � 2,3� � 2,���. Si además este punto está

en el plano�, entonces debe satisfacer la ecuaciónx � y � z � 1. Reemplazando las
coordenadas deX es esta ecuación, obtenemos� � 2 � 3� � 2 � � � 1, de donde� � �1.

EntoncesX � ��1 � 2,3� ��1� � 2,���1�� � �1,�1,1�. Luego,X � L1 � ��1,�1,1�� .

2. Ahora un punto de la recta es de la forma�x,y,z� � �� � 1,��, 1�. Reemplazando en la ecuación

del plano obtenemos� � 1 � � � 1 � 1, de donde 2� 1. De acá concluimos queX � L2 � �

(no se cortan).
3. Ahora tenemos�x,y,z� � �� � 2,��,�1�, y al reemplazar en la ecuación del plano

� � 2 � � � 1 � 1 nos queda 1� 1. Todo punto de la recta satisface la ecuación del plano,

entoncesX � L3 � L3 (la recta está contenida en el plano).

1

2

3

L

L

L

Posiciones relativas entre

rectas y planos



Ejercicios varios
1. SeanL1 : y � 5x � 3; L2 : X � t�2,1� � �5,0�; P el punto deL1 con ordenada igual a 7 yQ el

punto deL2 con abscisa igual a 2.
Encontrar la ecuación paramétrica de la recta que pasa porP y Q.

2. SeanL1 la recta de dirección�2,�1� que pasa por�8,�2� y L2 la recta de ecuación
X � ���1,1� � �9,�7�.
Hallar, si existe, el punto deR2 en que se cortanL1 y L2.

3. SeaL la recta deR3 que pasa porA � �1,3,�1� y B � �4,1,0�.
Hallar el punto deL cuya segunda coordenada sea igual a 0.

4. Para la recta del ejercicio anterior, hallar todos los puntos que están en alguno de los planos
coordenados.

Soluciones:
1. Para encontrarP, hacemosy � 7 y despejamosx de 7� 5x � 3: esx � 2. Entonces,P � �2,7�.

Para encontrarQ, vemos que los puntos deL2 son de la formaQ � �2t � 5,t�. Si la abscisa es 2,
resulta que 2t � 5 � 2, luego,t � 2�5

2 � � 3
2 .

Reemplazandot por su valor, obtenemosQ � �2,� 3
2 �.

La recta que pasa porP y Q esX � ��Q � P� � P � ���2,� 3
2 � � �2,7�� � �2,7�, luego la

respuesta esX � ��0,� 17
2 � � �2,7� .

2. EsL1 : X � ��2,�1� � �8,�2�, luego, un punto de esta recta es de la forma�2� � 8,�� � 2�.
Un punto deL2 es de la forma��� � 9,� � 7�.
Si un punto está en ambas rectas, debe ser�2� � 8,�� � 2� � ��� � 9,� � 7�.

Entonces:
2� � 8 � �� � 9

�� � 2 � � � 7
.

De la segunda ecuación obtenemos� � �� � 5; reemplazando en la primera:
2� � 8 � ���� � 5� � 9, de donde� � �4.
El punto buscado es entonces�2��4� � 8,���4� � 2� � �0,2�. Esto es,

el punto intersección de las rectas es (0,2) .

Observemos que� � �� � 5 � 4 � 5 � 9, de donde podríamos haber obtenido la solución
calculando��� � 9,� � 7� � �0,2� para� � 9.

3. Para hallar la recta que pasa porA y B primero hallamos la dirección:
�B � A� � �4,1,0� � �1,3,�1� � �3,�2,1�. Entonces, la recta tiene ecuación paramétrica:
X � ��3,�2,1�� � �1,3,�1�. Luego:X � �3� � 1,�2� � 3,� � 1�.
Si la segunda coordenada es 0, resulta�2� � 3 � 0, de donde� � 3

2 .
Reemplazando en la expresión genérica de un punto de la rectahaciendo� � 3

2 , obtenemos el
punto� 11

2 , 0, 1
2 �.

Entonces,el punto deL se segunda coordenada 0 es� 11
2 , 0, 1

2 � .

4. Nos piden hallar los puntos de la recta de ecuaciónX � �3� � 1,�2� � 3,� � 1� que estén en
alguno de los planos coordenados. Si observamos lo que hemoshecho en el ejercicio anterior,
hemos hallado uno de los puntos pedidos, ya que

a. intersecar con el plano coordenadoyzes buscar el punto que tiene primera coordenada
igual a 0,

b. intersecar con el plano coordenadoxzes buscar el punto que tiene segunda coordenada
igual a 0,

c. intersecar con el plano coordenadoxy es buscar el punto que tiene tercera coordenada igual
a 0.



Ya hemos hecho b. Ahora vamos a hacer a., quedando c. como ejercicio.
EsX � �3� � 1,�2� � 3,� � 1�, y nos piden que 3� � 1 � 0, entonces� � � 1

3 , con lo cual
X � �3�� 1

3 � � 1,�2�� 1
3 � � 3,�� 1

3 � � 1� � �0, 11
3 ,� 4

3 �.

Entonces,el punto de la recta que está en el plano coordenadoyzesX � �0, 11
3 ,� 4

3 �.



Aplicaciones a la economı́a: ecuación

presupuestaria, recta balance y plano balance

Supongamos que un consumidor quiere invertir exactamente un monto de
$ M - presupuesto del consumidor - en dos bienes A y B, cuyos precios por
unidad son $pA y $pB respectivamente. Si

x = cantidad de unidades que compra de A e
y = cantidad de unidades que compra de B,

entonces la ecuación

M = pAx + pBy

se llama ecuación presupuestaria, y da todas las combinaciones de unidades de
A y B que se pueden comprar en estas condiciones.

Ejemplo
Queremos gastar exactamente $150 en cuadernos y biromes. Cada cuaderno
cuesta $10 y cada birome cuesta $5. Si vamos a comprar x cuadernos e y biromes,
entonces la ecuación presupuestaria en este caso es

150 = 10x + 5y

Podemos escribir esta ecuación de otra forma. Dividamos a ambos miembros
por 150, entonces:

1 = 10
150x + 5

150y

Simplificando:

1 = x
15 + y

30

Esta forma de escribir la ecuación se llama ecuación segmentaria.
La gráfica de la ecuación es una recta, y se llama recta balance.

Observaciones:

1. Dibujamos sólo en el primer cuadrante, ya que como x e y son cantidades,
deben verificarse las condiciones x ≥ 0 e y ≥ 0.

2. La máxima cantidad de cuadernos que podemos comprar es 15 (en cuyo
caso, no compramos ninguna birome)

1



balance 1.png

3. La cantidad máxima de biromes que podemos comprar es 30 (y no com-
pramos ningún cuaderno)

4. Recordemos que la ecuación segmentaria es 1 = x
15 + y

30 : de acá obtenemos
inmediatamente los valores máximos de los ı́tems anteriores.

5. La pendiente de la recta es negativa, al igual que en todas la rectas balance,
ya que si M = ax + by, con a > 0 y b > 0, entonces y = −a

bx + M
b . En

este ejemplo, y = −2x + 30.

6. Los puntos del primer cuadrante que pertenecen a la recta nos dan todas
las posibilidades de compra. En este caso, como son cuadernos y biro-
mes, sólo nos interesan los puntos de coordenadas enteras. Por ejemplo,
podemos comprar 1 cuaderno y 28 biromes; o 2 cuadernos y 26 biromes,
etc.

Si en lugar de querer comprar dos producto queremos comprar tres, la ecua-
ción presupuestaria es de la forma

M = pAx + pBy + pCz

donde z es la cantidad de unidades que compramos del tercer producto C, y pC
es el precio por unidad de C. En este caso, el gráfico es un plano, llamado plano
balance.

Ejercicios

1. Un consumidor dispone de un presupuesto fijo de $45 para la compra de
dos productos A y B, cuyos precios por unidad son, respectivamente, de
$3 y $5.

a) Determinar la ecuación presupuestaria.

b) ¿Cuál es el máximo de unidades que puede comprar de A?

c) ¿Cuál es el máximo de unidades que puede comprar de B?



d) Enumerar todas las posibles compras que puede hacer, gastando todo
el presupuesto.

2. La ecuación presupuestaria para la compra de tres productos A, B y C de
un consumidor es 1200 = ax+ 20y + cz, donde x, y y z son las cantidades
de unidades que compra de cada uno de ellos respectivamente. Sabiendo
que la máxima cantidad de unidades de A que puede comprar es 40, y si
compra 1 unidad de A, 2 de B y 5 de C gasta todo el presupuesto.

a) Determinar los valores de a y de c.

b) ¿Cuál es el máximo de unidades que puede comprar de B?

Soluciones

1. a) La ecuación presupuestaria es 45 = 3x + 5y. Hacer el gráfico como
ejercicio.

b) La ecuación segmentaria es 1 = x
15 + y

9 , luego, el máximo de unidades
que puede comprar de A es 15.

c) El máximo de unidades que se pueden comprar de B es 9.

d) La ecuación expĺıcita de la recta es y = − 3
5x + 9. Las soluciones

enteras del primer cuadrante son (0, 9), (5, 6), (10, 3) y (15, 0) (ver el
dibujo sugerido en a).

2. a) La ecuación presupuestaria ahora es 1200 = ax+20y+cz. La máxima
cantidad de unidades de A que puede comprar se obtiene cuando no
compra nada de B y de C; luego, 1200 = a ∗ 40 + 20 ∗ 0 + c ∗ 0.
Despejando, a = 30. Además, si compra 1 unidad de A, 2 de B y 5
de C gasta todo el presupuesto: 1200 = 30∗1+20∗2+c∗5, de donde
c = 10.

b) Sabemos ya que 1200 = 30x + 20y + 10z. Podemos hacer x = 0,
z = 0 y despejamos el máximo valor que puede tomar y, que es 6.
En el caso de tres variables, tambien podemos escribir la ecuación
presupuestaria como: 1 = x

40 + y
6 + z

12 , luego, el máximo de unidades
que puede comprar de B es 6.


