MATEMATICA (61) MATRICES

Definiciones y notacién

Definicién. Una matriz es un arreglo o tabla rectangular de nimeros.

Por ejemplo,

3. 0
1 -1 1 -1 3 -2
A 2 11 B (2 0 ) C (2 0 4 8) D=(1v2 —-3)
Y

son matrices de distintos tamafios. El tamafio de una matriz estd dado por su cantidad de filas
y su cantidad de columnas. Asi, la matriz A tiene 3 filas y 2 columnas y la matriz C tiene 2 filas
y 4 columnas.

El conjunto de las matrices'de n filas y m columnas se nota R”*™. En el ejemplo anterior, enton-
ces, A € R3*2, B e R¥?2,CeR¥>*yD e RS,

Dada una matriz A, llamamos 4;; al elemento que se ubica en la fila i y la columna j de A (con
la misma letra de la matriz, pero en mintiscula). Entonces, con los ejemplos anteriores, a3 = %,
biy=—1,by = 2,00 =0y dip = V2.

A veces, dejamos claro c6mo se notan los elementos de la matriz con la igualdad A = (a;;), que
es otra forma de decir que el elemento que esta enla i-ésima fila y la j-ésima columna de matriz

A se llamara a;;.

Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamarfio y si sus coeficientes coinciden lugar a lugar.
Es decir, con la notacién que introdujimos, si A = (a;;) € R"" y B = (b;;) € R™?

A=B <= n=r,m=sya; = b;paratodo pari,j

Ejemplo: Describamos los elementos del conjunto

H:{A:(ﬂij) ER2X3/a21:5ya,~]-:Osii<j}.

En primer lugar, todos los elementos de H son matrices de 2 filas y 3 columnas (pues pertenecen
a R2%3). En todas, el ntimero que ocupa la fila 2 y la columna 1 es un 5. Ademds, la dltima
condicién dice que, cada vez que el nimero de fila sea menor que el niimero de columna (i < j),
en ese lugar la matriz tendrd un 0. Luego los coeficientes de la matriz a1, a13 y a3 seran ceros.
Por lo tanto, los elementos de H seran de la forma

a 00
A‘<5 bO)

Para cada n, se llama matriz identidad y se nota I, € R"™ " a la matriz I, = (a;;) que cumple
que a;; = 1 para todo iy a;; = 0sii # j. Entonces, la matriz identidad es la matriz cuadrada

conaybecR.
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(con la misma cantidad de filas que de columnas) que tiene coeficiente 1 en los lugares en que
el namero de la fila y el de la columna coinciden y coeficiente 0 si no. Por ejemplo:

1 00
12=((1)(1)) y L=010
0 01

Dada una matriz A = (a;;) € R"*", se llama la matriz transpuesta de A a la matriz A" € R™*"
que cumple que en el lugar ij tiene al coeficiente 4;;. Es decir, transponer una matriz es armar
otra matriz poniendo por filas a sus columnas:

3 0
A= 1 -1 —>Af:<3 ! _12)
) % 0 -1 3

Suma y resta de matrices.

Las matrices de igual tamafio se pueden sumar (o restar) y el resultado es otra matriz del mismo
tamafio. La forma de hacerlo (al igual que se hace para vectores) es coordenada a coordenada
(es decir, lugar a lugar):

(55 5)+ (5 5 7))~ (5 00 N
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1 5 LB 4 4
-3 3 0 27| | -3 1
-4 5 [ 1 I -5 3
~5 9 -1 3 ~4 6

Multiplicacién de una matriz por un escalar

También se puede multiplicar un namero por una matriz. El producto, como el de escalares por
vectores, también se hace lugar a lugar:

1 5 -2-1 -2-5 -2 =10
5. -3 3 | —-2-(=3) -2-3 | _ 6 —6
45 |7 | —2-(-4) —2.5 ]| 8 =10
-5 9 —-2-(=5) -2-9 10 —18
0 -8 2 3 -1
4 4 y C 5 3 8 ),resulta que
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1 65\ 1 /(60 -8) (4 6 -2))_

5 3 2°\\44 4 ~10 6 16 ))
1 65\ 1 /(10 6 -10y_(1 -65) (5 3 -5)_(-4-9 10
53 0) 2\-610 20)7\5 3 0 3510 )"\ 8 -2 -10
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Multiplicacién de matrices

El producto A - B de dos matrices A y B estd definido tinicamente si la cantidad de columnas de
A esigual a la cantidad de filas de B.

Para definirlo, empecemos calculdndolo para A € R!*3 y B € R3*!, una matriz fila por una
matriz columna, cuyo resultado es un nimero. Para obtenerlo se multiplica el primer elemento
de A por el primer elemento de B, el segundo elemento de A con el segundo elemento de B y el
tercer elemento de A con el tercer elemento de B y los tres resultados se suman. Por lo tanto, en
este caso la multiplicacién sera:

~1
123)-[0]=1(-1)+2-0+3-2=5
2

En general, para una matriz fila por una matriz columna, tenemos que el producto da un nimero
que se obtiene asi:

b1
bx

(a1 an - olay,) - | U | =an-butan by 4+ a1 ba
bnl

Caso general:

Si A € R"™ky B € R*"™ podemos calcular A - B, que sera una matriz de tamafio n x m
(la cantidad de columnas de A debe coincidir con la cantidad de filas de B y el resultado
tiene tantas filas como A y tantas columnas como B).

Ejemplo 1. Sean

101
1 -1 0 2 -1 13

A= <3 0 4 _2> , B= o4 1| T se puede calcular A - B.
005

2x4 4%3 2x3

Para calcular A - B, multiplicamos cada fila de A por cada columna de B; mas precisamente,

para obtener el lugar ij de A - B, multiplicamos la fila i de A por la columna j de B.

Por ejemplo, para obtener

el lugar 11 de A - B, multiplicamos la fila 1 de A por la columna 1 de B,
el lugar 12 de A - B, multiplicamos la fila 1 de A por la columna 2 de B, etc.

De esta forma resulta

1
-1
2
0

(A-Bjp=(1 -1 0 2)- =(1,-1,0,2) - (1,-1,2,0) = 2.



= O
W

1 =10 2\ | -1 (2
3 0 4 -2 2 N
00
Continuamos calculando cada uno de los lugares de la matriz A - B. Para obtener el elemento en

la fila 1 columna 2 del producto multiplicamos la primera fila de A por la segunda columna de
B

a1 =

(1,-1,0,2)-(0,1,4,0) = —1
y queda

O = O
Ul = W =

1
1 -10 2\ [ -1 (2|1
3.0 4 -2 2 - ’
0
Para obtener el elemento de la fila 1 columna 3, calculamos:

(1,-1,0,2) - (1,3,1,5) = 8

y queda
101
1 -1 0 2 -1 13| [(2]-1]8
(304—2>' 241‘( )
00

Y ahora trabajamos con la segunda fila de A, para calcular similarmente los elementos de la
segunda fila de A - B:
(3,0,4,-2)-(1,-1,2,0) =11

y queda
1 01
1 -10 2 -1 13| (27148
3 0 4 -2 241 \11
0 05
(3,0,4,—2) - (0,1,4,0) = 16
y queda
101
1 -1 0 2 | 113 | _(2]-1]8
3 0 4 -2 241 \11]16
005
(3,0,4,-2)-(1,3,1,5) = -3
y queda
1 01
1 -10 2\ | -113]|_(2]|-1]8
3 0 4 -2 2 41 \11|16|-3
005



Hemos calculado: )

2 -1 8
A'B_(n 16 -3

Notemos que en este caso no se puede calcular (no esta definido) el producto B - A, ya que la
cantidad de columnas de B no coincide con la cantidad de filas de A.

Ejemplo 2. Calcular el producto M - N y el producto N - M para

1 1
M = @ _(1) (1)) N= |[-2 2
3 0

Observemos que

2 -1 0
M= <3 01>' N= (

2x3 3x2 2x2

SN -

1
2 ) = podemos calcular M - N.
3

Procedemos como en el ejemplo anterior:

11
- (58 (43)- ()
30
1.1
o= (330 () ()
3.0
11
w39 9) (2 2)44.)
30
11
2 -1 0 4 0
M-N:< ) —2 2 :( )
3 0 1 ( 30) 6 3
N-M

Volvemos a copiar las matrices M y N para calcular

11 2 -1 0
N= |-2 2|, M= = podemos calcular N - M.
30 3 01

3x2 2x3 3x3



Repitiendo el procedimiento (agrupamos algunos pasos) tenemos

1 1 5 -1 1
N-M = _22.<§_01(1)):

30

11 5 -1 1
N-M = -2 2 (; _01(1)): 2 2 2

30

11 5 -1 1
N-M = -2 2 <§ _01(1)>= 2 2 2

30 6 -3 0

Ejemplo 3. Calcularel producto S - T y el producto T - S para

SRR

Si Sy T son matrices cuadradas de 1 x n podemos calcular S - T, que serd una matriz de n x n,
y también T - S, que serd del mismo tamafo. Haciendo las cuentas obtenemos:

sr- (2 1) -(22)
rs=(30) (D)

Notar que los dos resultados obtenidos no son iguales. Por lo tanto podemos afirmar que el

producto de matrices no es conmutativo (atin cuando puedan multiplicarse las matrices en los
dos 6rdenes).

Observaciéon: Veamos qué sucede si multiplicamos una matriz por la matriz identidad del ta-
mafio correspondiente:

11 11
—22-((1)(1)): —2 2
30 30
100 11 11
010 [ -22|=[ -22
001 30 30

En ambos casos, el producto vuelve a dar la matriz A original. Esta es una propiedad general:

Para cada matriz A € R"*"™, si I, e I, son las matrices identidades de m x m y de n X n respec-
tivamente, se tiene que

A-I,=1,-A=A.



Algunas propiedades ttiles que cumple el producto de matrices cuando los tamarios de las
matrices son adecuados para la multiplicacién son, si A, B y C son matrices y k € R:
A-(B-C)=(A-B)-C
A-(B£C)=A-BxA-C
(B£C)-D=B-D+C-D
k-(A-B)=(k-A)-B=A-(k-B)

Forma matricial de sistemas

Consideremos el sistema de ecuaciones

X1 — x2 4+ 2x3 = 1
S: —2x1 + 4x, — x3 = 3
3x1 + xp 4+ 9x3 = 4

Las tres igualdades pueden resumirse en una sola igualdad de matrices columnas:

X1 — X2 4+ 2x3 1
—2x1. + 4x, — X3 = 3
3%y + x2 + 9x3 4

Ademds, la primera matriz columna puede escribirse como un producto de matrices:

1 -1 2 x1 1
-2 4 -1} x|=13
3 1 9 X3 4

Esta dltima expresion se llama la forma matricial del sistema S, donde la primera matriz que
aparece es lo que ya conocemos como la matriz de coeficientes del sistema y la columna que
aparece en el miembro de la derecha es la dltima columna ‘dela matriz ampliada del sistema.
Mas adelante aprovecharemos las propiedades del producto de matrices para resolver sistemas,
por eso nos serd ttil este tipo de escritura.



