Calculo de areas

Una de las aplicaciones de la regla de Barrow para el calculo de integrales definidas es el calculo de areas.

Calculo de area entre el grafico de una funcién y el eje x
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Ya vimos que, si la funcion [ es positiva o cero en el intervalo [a; b|, la integral definida / f{x)dx es el area de la region
Ll

comprendida entre el eje x y el grafico de la funcién f entre los limites a y p.

Ejemplo. Calcular el area de la regién comprendida entre el eje x y el grafico de la funcion flx) = xpara( < x < 3.

El area pedida es la sombreada en el siguiente grafico:

Como la funcion f es positiva o cero en el intervalo [[);3] (de hecho, la funcion f es positiva o cero para todos los reales), el
area A pedida esta dada por
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A= / aedx.
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Para calcular la integral, podemos usar la regla de Barrow. Como F(x ) = 7X7 esuna primitiva de f{x) = x* tenemos que

3 1 .13 1 1
v2dy = —-'3\ =_3_-_0*=9
./n THTE TS 3

con lo cual
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Si la funcion f es negativa o cero en el intervalo [g:; b], la integral definida da el area de la region comprendida entre el eje x y
el gréfico de la funcién f pero con el signo cambiado. Por lo tanto, para calcular el area, bastara con cambiar el signo de la
integral definida.

Ejemplo. Calcular el area de la region comprendida entre el eje x y el grafico de la funcién f(x) = —x% — 1 para
-2<x <1

En el siguiente grafico aparece sombreada la regidon en cuestion:



La funcion f toma valores negativos en todos los reales, con lo cual el rea A buscada es

A=-— f:{—xz “A)dx = [:{xh 1)dx = (%13 ﬂf) ‘13 - (%134) - (%{_z}h{_z}) - %J—f — 6.

Es decir,
A =6
Si se quiere calcular el area de la region comprendida entre el grafico de una funcion fy el eje x parag << x < b, en el caso

en que la funcién f tome valores positivos y negativos en el intervalo [a; ,!r], se deben estudiar los cambios de signo de la
funcion. Por ejemplo, si queremos calcular el area de la region sombreada en la figura

debemos calcular el punto ¢ donde la funcion corta el eje x (es decir, donde la funcion vale cero) y calcular la integral definida
entre i y £ con signo negativo, mas la integral definida entre ¢ y | con signo positivo.

Es decir, el area 4 a calcular sera

A=A+ Ay= - [_f{_rj}d_r + [ flx)dx.
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Ejemplo. Calcular el area de la region comprendida entre el eje x y el grafico de la funcion f(x) = ¥? 4 2x — 3para
~1 < x <2
Veamos primero si el grafico de la funcién f(:t} = x2 4 2y — 3 corta al eje x para algun valor entre —1 y 2.
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es decir, las dos raices de la cuadratica son 1 y —3. Hagamos un grafico aproximado para ver cual es el area pedida:

Entonces, el area a calcular es
LI _ 2,
M=A+ 4= / (22 +2x — 3)dx + / (x2 + 2x — 3)dx.
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Para calcular las integrales definidas en cuestion, usamos la regla de Barrow. Primero calculamos las primitivas de
)
flx)=x"4+2x- 3
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Ahora, elegimos una primitiva (por ejemplo, con (C = (}) y la evaluamos
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Es decir, el area pedida es

Ejemplo. Calcular el area de la region encerrada entre el eje X y el grafico de la funcion f{x) = % — 4x.
Calculamos los valores de x para los cuales f(l} = (), es decir, donde el grafico de _,{" corta al eje x.
Vodx=02xx-4)=02xr=062"=421r=06x=26x= —2.

Para ver qué signos toma la funcién dada en los intervalos delimitados por las raices, podemos usar el corolario del Teorema
de Bolzano ya que la funcién es continua:

x |=2| (=20 |o| (02 |2

flx) | 0 + 0 - 0

pues | | f(-1)=3| |f(1)=-

Luego, en un grafico aproximado de f sombreamos el area a calcular (en azul el area debajo del eje y en rojo el area arriba
del eje):



