Limite puntual y asintotas verticales

Consideremos los siguientes graficos de funciones:

y = hix)

En el grafico de la funcion. f observamos que, cuando X se acerca a Xy por la izquierda (es decir, considerando solo valores x
tales que X << Xp), la funcién toma valores positivos arbitrariamente grandes. En este caso, decimos que el limite de f{x)
cuando x tiende a Xy por izquierda es +-ca y escribimos

lim f(x) = +o0
] '

(el signo — en X indica que la variable se acerca a X por izquierda).

Asimismo, a medida que X se acerca a Xq por la derecha (es decir, considerando soélo valores X tales que X = Xp), la funcion
toma valores negativos arbitrariamente grandes en valor absoluto. En este caso, decimos que el limite de f|x ) cuando x
tiende a X{) por derecha es —oa y escribimos

lim+ flx)= -0

(el signo = en _1'({ indica que la variable se acerca a X por derecha).

Algo similar puede observarse en el grafico de £: acercandonos a X ya sea por la izquierda o por la derecha, se obtienen
valores de g{x)que son tan grandes como uno quiera; es decir,

lim g{x) = +o0 y lim+ glx) =\foo

X—hxy X=Xy

Un comportamiento parecido se observa en el grafico de }; cuando x
se acerca a Xy por la izquierda:

lim h(x) = —o0

Sin embargo, cuando x se acerca a Xy por la derecha, vemos en el grafico que se obtienen valores de h{ x) tan cercanos al
numero £ como se quiera. Decimos entonces que el limite de i x ) cuando x tiende a Xq por la derecha es | y escribimos

lim h{x) =#¢

. .y
X :"I'I:I

Si el limite de una funcién f, cuando x tiende a Xq por izquierda, da infinito (+-eo 0 —ea), o bien el limite cuando x tiende a Xg
por derecha da infinito, o si se dan ambas situaciones simultdneamente, se dice que la recta X = X es una asintota vertical
para f.

Por ejemplo, las funciones f, ¢ y i de los graficos de arriba tienen asintota vertical ¥ = X (si bien X IEE" hix}) ={poes

Lo lim h({x) = —o0
infinito, alcanza con s (x)

" para afirmar que X = Xg es asintota vertical para fi).
3o
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La funcion f(x) = ltiene asintota vertical x = (J; en efecto, lim — = —coy lim — = +4o0.
AN =5 x—+0— X =0t X

No necesariamente los limites por derecha y por izquierda deben dar distinto, o infinito. Por ejemplo, en la funcién f del
siguiente grafico vemos que dado un valor X, si x esta suficientemente cerca de Xjj (ya sea a la derecha o a la izquierda), los
valores de f|x)estan arbitrariamente cerca del nimero y; = f{xq); es decir,

lim f(x) = yy
X=+Xp~ -

(la notacion X =+ Xj significa que X se acerca a Xq tanto por la derecha como por la izquierda).

y= f(x)

Ejemplos

Calcularemos a continuacion algunos limites de funciones dadas por sus formulas. Usaremos algunas propiedades que vimos
en las explicaciones sobre limites de funciones en infinito, que también valen para los limites de funciones en un punto.

1. lim(-3x2+1)
X=+2

Para la funcién _f{_x_} = —3x2 £ 1, por las propiedades de algebra de limites, tenemos que

lim_ —3x241=2325+1=—-74
X=+2

—32 +1 ~3x2 41
2 lim —————— Yy lim
y=5" X - y—:5t x-=h

En este caso, x = 5 no pertenece al dominio de la funciéon, puesto que en ese punto se anula el denominador.

Observar que cuando y — 5 se tiene que x < 5y, por lo tanto, ¥ — 5 < (}; asi, v — 5 tiende a (J, pero toma siempre valores
negativos. Escribiremos — ()~ para indicar que la funcidon que precede la flecha tiende a () tomando siempre valores menores
que (). Tenemos entonces una fraccion tal que, cuando y — 5, el numerador —3x2 . | toma valores arbitrariamente
cercanos a —74 (ver ejemplo anterior) y el denominador 3 — 5 se hace arbitrariamente chico en valor absoluto, pero siempre
negativo; en consecuencia, la fraccién toma valores positivos arbitrariamente grandes:
b=T74
.-‘_'A'_'\
2
) —3x +1
lim ——— = +e0
=5~ X—23
R—
W~
I -
=3x-+1

Como este limite da infinito, podemos deducir que x = 5 es asintota vertical para la funcion §{ x| =
Y & l — -5

Cuando y — 51 setiene que x > 5y, porlo tanto, x — 5 = (), asi, x — 5tiende a (), pero toma siempre valores positivos (en
este caso, escribiremos — (J*). Dado que, cuando y — 5%, el numerador _3x2 1 1tiende a—74 y teniendo en cuenta que
el denominador 3 — 5 toma valores arbitrariamente chicos y positivos, resulta que la fraccion toma valores negativos
arbitrariamente grandes en valor absoluto. Concluimos entonces que



